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Introduction 

Both mathematics and music can be described based on a sequence of rules, boundaries, 

or axioms. Different areas of mathematics are built upon certain axioms with the most well-

known being Euclid's series of axioms and the troublesome parallel postulate. Different areas of 

music are built upon certain rules or boundaries created, including specified harmonics, major 

and minor keys, and rhythmic and time signature restrictions; yet Rothstein [10] suggests that 

"neither axiomatic music nor axiomatic mathematics is a complete or satisfactory description of 

these arts." He mentions that both music and mathematics are not only generated by a certain set 

of rules but come into being through "more fundamentally mysterious processes." Although 

both mathematics and music can be argued to have more artistic substance than what can be 

described through a series of rules, there is enough structure and design in both that we can see 

why one tends to describe them using certain boundaries or axioms. 

The overall goal of this thesis is to provide a glimpse into the inner life of music that can 

be seen through the use of mathematics. Chapter 1 provides the reader with some background 

knowledge needed including necessary definitions for intervals and transformations that will be 

used in subsequent chapters. The main focus of the thesis will be on musical canons, specifically 

rhythmic canons and crab canons. Chapter 2 is a summary of work by Hall and Klingsberg on 

counting the number of asymmetrical rhythms which is then applied to rhythmic canons. 

Chapter 3 includes a brief summary of musical canons, an analysis of Bach's "2 Canon a 2" from 

Musical Offering, as well as a definition for isomorphic crab canons essential for the work in 

Chapter 4. Chapter 4 gives two separate algorithms for creating crab canons suggesting that a 

certain mathematical structure can be used to compose musical crab canons. Chapter 5 provides 
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the reader with possibilities for further research. A brief musical background and prior 

knowledge of combinatorics techniques are not necessary, but of course helpful, in the reading of 

this thesis. 
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Chapter 1: Musical Enumerations, Interval Classes, and Transformations 

I n t h i s c h a p t e r w e w i l l d i s c u s s i m p o r t a n t d e f i n i t i o n s a n d g i v e e x a m p l e s o f h o w t o 

e n u m e r a t e c e r t a i n m u s i c a l p e r m u t a t i o n s a n d c o u n t i s o m o r p h i s m s r e l a t e d t o m u s i c . M o s t o f w h a t 

i s d i s c u s s e d i n t h i s c h a p t e r i s b a s e d o n t h e a r t i c l e b y J u l i a n H o o k [ 6 ] . 

Section 1.1 Interval Class 

M u s i c i a n s r e f e r t o t h e t w e l v e d i f f e r e n t m u s i c a l t o n e s , e a c h a h a l f s t e p a p a r t , u s i n g o n e 

l e t t e r f o r e a c h t o n e ( l e t t e r s A to G ) . F o r e x a m p l e , t h e t o n e s C a n d D a r e o n e h a l f s t e p a p a r t w h e r e 

a s t h e t o n e s C a n d E a r e t w o h a l f s t e p s a p a r t . W e c a n u s e n u m b e r s t o r e f e r t o t h e m u s i c a l t o n e s 

s t a r t i n g w i t h C equals 0 , D sharp equals 1, D equals 2 , a n d s o o n . 

I n m u s i c , n o t e s a r e o f t e n p l a y e d s i m u l t a n e o u s l y e i t h e r t h r o u g h m u l t i p l e v o i c e s o r o n o n e 

i n s t r u m e n t s u c h a s t h e p i a n o . W h e n a n a l y z i n g a m e l o d y w e w i l l o f t e n r e f e r t o t h e i n t e r v a l s 

b e t w e e n t w o n o t e s a s p a r t o f o u r a n a l y s i s . T h e i n t e r v a l b e t w e e n n o t e s c a n b e v i e w e d a s t h e 

d i s t a n c e i n h a l f s t e p s b e t w e e n t h e n o t e s p l a y e d . W e w i l l b e g i n w i t h t h e m o s t b a s i c d e f i n i t i o n f o r 

d e t e r m i n i n g t h e n u m b e r o f h a l f s t e p s b e t w e e n t w o n o t e s a n d p r o g r e s s t h r o u g h a s e r i e s o f 

d e f i n i t i o n s f o r a n i n t e r v a l i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e m o s t s u i t a b l e d e f i n i t i o n f o r o u r a n a l y s i s . 

D e f i n i t i o n 1 . 1 : D e f i n e p i t c h i n t e r v a l t o b e t h e n u m b e r o f h a l f - s t e p s t h a t s e p a r a t e s o n e p i t c h f r o m 

a n o t h e r . T h e n w e c a n d e f i n e t h e p i t c h i n t e r v a l b e t w e e n n o t e s a a n d b t o b e P I parenthesis a,b parenthesis equals b minus a. [ 8 ] 

E x a m p l e 1 . 1 : L e t a equal C equal 0 a n d l e t b equal 1 7 ( n o t e F a n o c t a v e a b o v e ) . T h e n P I parenthesis 0 , 1 7 parenthesis equals 1 7 minus 0 s o 

t h e p i t c h i n t e r v a l i s 1 7 . 

U s i n g t h e p i t c h i n t e r v a l d e f i n i t i o n w i l l o n l y m a k e t w o n o t e s w i t h t h e e x a c t s a m e d i f f e r e n c e o f 

h a l f - s t e p s c o m p a r a b l e . F o r e x a m p l e , t h e n o t e s a equals 3 a n d b equals 2 0 h a v e t h e s a m e p i t c h i n t e r v a l , 

P I parenthesis 3 , 2 0 parenthesis equals 1 7 a s t h e n o t e s i n E x a m p l e 1 . 1 . W h a t i s m o r e u s e f u l b o t h m u s i c a l l y a n d 
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m a t h e m a t i c a l l y i s t h e p i t c h i n t e r v a l c l a s s . T h e p i t c h i n t e r v a l c l a s s i s t h e p i t c h i n t e r v a l t a k i n g i n t o 

a c c o u n t t h a t t h e r e a r e o n l y 1 2 u n i q u e m u s i c a l t o n e s . 

D e f i n i t i o n 1 . 2 : L e t t h e p i t c h i n t e r v a l c l a s s b e P I C parenthesis a,b parenthesis equals b minus a (mod 12 ) . [ 8 ] 

T h e n t h e p i t c h i n t e r v a l c l a s s f o r E x a m p l e 1 .1 i s P I C ( 0 , 1 7 ) equals 1 7 minus 0 ( m o d 1 2 ) equals 5 . T h i s m e a n s 

t h a t a equals 0 a n d b equals 1 7 i s e q u i v a l e n t t o a equals 0 a n d b equals 5 a n d y o u c a n s e e t h a t b o t h v a l u e s o f b , 5 a n d 

1 7 a r e b o t h n o t e F , j u s t a n o c t a v e a p a r t . 

N o w u s i n g m o d u l a r 1 2 a r i t h m e t i c , w e c a n r e f e r t o a l l p o s s i b l e n o t e s u s i n g t h e n u m b e r s 0 t h r o u g h 

1 1 . L e t a l l 1 2 t o n e s b e d e f i n e d a s i n T a b l e 1 . 1 : 

T a b l e 1 . 1 

N o t e V a l u e 

C 0 

C sharp 1 

D 2 

D sharp 3 

E 4 

F 5 

F sharp 6 

G 7 

G sharp 8 

A 9 

A sharp 1 0 

B 1 1 

U s i n g p i t c h i n t e r v a l c l a s s , w e n o w h a v e o n l y t w e l v e d i f f e r e n t i n t e r v a l s t o c o n s i d e r , t h e i n t e r v a l s 

0 t h r o u g h 1 1 ( 1 minus 0 equals 1, 2 minus 0 equals 2 , 3 minus 0 equals 3 , e t c . ) . N o t e t h a t h a v i n g t w o v o i c e s p l a y t h e n o t e C equals 
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0 a n d t h e n o t e C equals 0 w i l l b e i n t h e s a m e p i t c h i n t e r v a l c l a s s a s h a v i n g t w o v o i c e s p l a y t h e n o t e C 

equals 0 a n d t h e n o t e C equals 1 2 s i n c e P I C parenthesis 0 , 0 parenthesis equals 0 ( m o d 1 2 ) a n d P I C parenthesis 0 , 1 2 parenthesis equals 0 parenthesis 

m o d 1 2 parenthesis. 

E x a m p l e 1 . 2 : W h e n w e d i s r e g a r d t h e o r d e r o f t h e n o t e s t h e r e a r e a c t u a l l y t w o d i f f e r e n t i n t e r v a l s t o c o n s i d e r . F o r e x a m p l e t a k e t h e i n t e r v a l c r e a t e d b y 

p l a y i n g t h e n o t e s C a n d F . T h i s p r o v i d e s u s w i t h t w o d i f f e r e n t p i t c h i n t e r v a l c l a s s e s . 

F o r t h e f i r s t i n t e r v a l w e h a v e P I C parenthesis 0 , 5 parenthesis equals 5 minus 0 parenthesis m o d 1 2 parenthesis equals 5 a n d f o r t h e s e c o n d i n t e r v a l 

w e h a v e P I C parenthesis 5 , 1 2 parenthesis equals 1 2 minus 5 parenthesis m o d 1 2 parenthesis equals 7 . H o w c a n w e b e p l a y i n g t h e e x a c t s a m e t w o 

n o t e s y e t c l a s s i f y i n g t h e m a s d i f f e r e n t i n t e r v a l s ? T h u s w e w i l l r e v i s e o u r d e f i n i t i o n u s e d f o r i n t e r v a l s o n c e a g a i n . 

D e f i n i t i o n 1 . 3 : A n i n t e r v a l c l a s s ( I C ) i s d e f i n e d a s t h e s h o r t e s t d i s t a n c e b e t w e e n t w o u n o r d e r e d p i t c h i n t e r v a l c l a s s e s . 

T h e n t h e 1 2 d i f f e r e n t i n t e r v a l s a r e n o w c o m p r e s s e d i n t o 6 d i f f e r e n t i n t e r v a l c l a s s e s a s s h o w n i n T a b l e 1 . 2 . 

T a b l e 1 . 2 

N o t e p l a y e d w i t h 0 P i t c h c l a s s i n t e r v a l s S h o r t e s t d i s t a n c e I C 

1 a n d 1 1 P I C ( 0 , 1 ) equals 1 ( m o d 1 2 ) , P I C ( 1 , 0 ) equals 1 1 ( m o d 1 2 ) 1 1 

2 a n d 1 0 P I C ( 0 , 2 ) equals 2 ( m o d 1 2 ) , P I C ( 2 , 0 ) equals 1 0 ( m o d 1 2 ) 2 2 

3 a n d 9 P I C ( 0 , 3 ) equals 3 ( m o d 1 2 ) , P I C ( 3 , 0 ) equals 9 ( m o d 1 2 ) 3 3 

4 a n d 8 P I C ( 0 , 4 ) equals 4 ( m o d 1 2 ) , P I C ( 4 , 0 ) equals 8 ( m o d 1 2 ) 4 4 

5 a n d 7 P I C ( 0 , 5 ) equals 5 ( m o d 1 2 ) , P I C ( 5 , 0 ) equals 7 ( m o d 1 2 ) 5 5 

6 P I C ( 0 , 6 ) equals 6 ( m o d 1 2 ) , P I C ( 6 , 0 ) equals 6 ( m o d 1 2 ) 6 6 
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T h e n w e c a n u s e t h e d e f i n i t i o n o f i n t e r v a l c l a s s e s t o c l a s s i f y e a c h p a i r o f n o t e s p l a y e d t o g e t h e r . 

T h e t w o i n t e r v a l s 5 a n d 7 i n E x a m p l e 1 . 2 a r e c o n s i d e r e d e q u i v a l e n t b e c a u s e t h e y a r e b o t h i n 

i n t e r v a l c l a s s 5 . 

S e c t i o n 1.2 E n u m e r a t i n g M u s i c 

D e p e n d i n g o n t h e l i m i t a t i o n s w e p u t o n a p a r t i c u l a r c o m p o s i t i o n t h e r e a r e m a n y t h i n g s 

w e c a n c o u n t u s i n g t e c h n i q u e s f r o m c o m b i n a t o r i c s a l l b a s e d o n t h e o v e r a l l q u e s t i o n o f h o w 

m a n y d i f f e r e n t m u s i c a l c o m p o s i t i o n s a r e p o s s i b l e . L e t ' s s t a r t w i t h a f e w s i m p l e e x a m p l e s g i v e n 

b y H o o k [ 6 ] . 

E x a m p l e 1 . 3 : H o w m a n y 6 n o t e m e l o d i e s a r e t h e r e u s i n g t h e 8 t o n e s o f a m a j o r s c a l e ? F o r e a c h n o t e w e h a v e 8 c h o i c e s a n d w e n e e d t o c h o o s e a t o t a l o f 6 n o t e s . T h e r e f o r e t h e r e a r e 8 to the sixth 

power d i f f e r e n t m e l o d i e s . H o w m a n y 6 n o t e m e l o d i e s a r e t h e r e u s i n g t h e 8 t o n e s o f a m a j o r s c a l e w i t h o u t r e p e t i t i o n ? N o w f o r t h e f i r s t n o t e w e h a v e 8 c h o i c e s , t h e s e c o n d n o t e w e h a v e 7 c h o i c e s , a n d s o 

o n . T h e n t h e r e a r e 8 • 7 • 6 • 5 • 4 • 3 m e l o d i e s . 

E x a m p l e 1 . 4 : H o w m a n y m e l o d i e s u s i n g t h e 8 t o n e s o f a m a j o r s c a l e h a v e a t m o s t a l e n g t h o f 6 n o t e s ? N o w w e n e e d t o c o u n t t h e n u m b e r o f 1 n o t e m e l o d i e s , 8 , t h e n u m b e r o f 2 n o t e m e l o d i e s , 

8 cubed , t h e n u m b e r o f 3 n o t e m e l o d i e s , 8 to the third power , a n d s o o n . T h e n a c c o u n t i n g f o r a l l t h e m e l o d i e s f r o m a 

l e n g t h o f 1 n o t e t o a l e n g t h o f 6 n o t e s w e h a v e 8 plus 8 cubed plus 8 to the third power plus 8 to the fourth power plus 8 to the fifth power plus 8 to the sixth power. H o w e v e r , H o o k p o i n t s o u t t h a t i n 

o r d e r t o b e c o m p l e t e w e s h o u l d c o u n t t h e m e l o d y o f l e n g t h 0 , s o w e h a v e a t o t a l o f 8 to the zero power plus 8 plus 8 cubed plus 8 to the third power plus 8 to the fourth power plus 8 to the fifth power 

plus 8 to the sixth power equals 1 plus 8 plus 8 cubed plus 8 to the third power plus 8 to the fourth power plus 8 to the fifth power plus 8 to the sixth power m e l o d i e s . 
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H o o k a l s o m e n t i o n s t h a t i n g e n e r a l t h e f o r m u l a f o r c o u n t i n g t h e n u m b e r o f m e l o d i e s 

u s i n g n n o t e s w i t h a l e n g t h o f a t m o s t k n o t e s is N o t i c e t h a t t h i s g e n e r a l f o r m u l a c o u n t s 

" h o w m a n y j n o t e m e l o d i e s a r e t h e r e u s i n g n n o t e s ? " f o r a l l v a l u e s o f j , f r o m 0 less than equal to j less than equal to k . 

E x a m p l e 1 .3 o n l y c o u n t s t h e p o s s i b l e m e l o d i e s f o r a s p e c i f i c l e n g t h , j equals 6 , w h e r e a s E x a m p l e 1 . 4 

i l l u s t r a t e s t h e u s e o f t h i s g e n e r a l f o r m u l a i n o r d e r t o f i n d a l l p o s s i b l e m e l o d i e s f o r t h e v a l u e s o f j 

f r o m 0 less than equal to j less than equal to 6 . 

E x a m p l e 1 . 5 : H o w m a n y d i f f e r e n t r h y t h m s a r e p o s s i b l e i n three-fourths m e a s u r e , w h e r e t h e r e a r e o n l y 

e i g h t h n o t e s o r w h o l e m u l t i p l e s t h e r e o f ? N o t e t h a t three-fourths m e a s u r e m e a n s t h a t t h e r e a r e t h r e e t o t a l 

b e a t s i n a m e a s u r e a n d a q u a r t e r n o t e i s w o r t h o n e b e a t . S i n c e w e a r e u s i n g e i g h t h n o t e s a s t h e 

u n i t o f m e a s u r e f o r t h e p o s s i b l e r h y t h m s w e f i r s t n o t i c e t h e r e a r e s i x e i g h t h n o t e s s p a n n i n g a three-fourths 

m e a s u r e . T w o e i g h t h n o t e s e q u a l a q u a r t e r n o t e , s i n c e t h r e e q u a r t e r n o t e s s p a n a three-fourths m e a s u r e , w e n e e d s i x e i g h t h n o t e s . 

T o a n s w e r t h e q u e s t i o n w e n e e d t o c o n s i d e r t h e n u m b e r o f w a y s w e c a n c r e a t e d i f f e r e n t r h y t h m s 

w i t h t h e s e e i g h t h n o t e s a n d w e c a n d o t h i s b y c o n n e c t i n g t h e e i g h t h n o t e s w i t h a s e r i e s o f t i e s . I n 

m u s i c , t i e s c o n n e c t o n e n o t e t o a s e c o n d n o t e s o t h a t t h e s e c o n d n o t e i s n o t p l a y e d b u t j u s t a 

s u s t a i n i n g o f t h e f i r s t n o t e . F o r e x a m p l e , w e c a n a d d i n t h r e e t i e s t o o u r s i x e i g h t h n o t e s a s s h o w n . 
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T h e s e t h r e e t i e s m a k e i t s o t h a t t h e 2 n d , 4 t h , a n d 6 t h e i g h t h n o t e a r e n o t p l a y e d a n d t h e r e s u l t i s a 

r h y t h m t h a t i s e q u i v a l e n t t o p l a y i n g t h r e e q u a r t e r n o t e s a s s h o w n b e l o w . 

T h e n i n o r d e r t o c o u n t t h e n u m b e r o f p o s s i b l e r h y t h m s u s i n g m u l t i p l e s o f e i g h t h n o t e s w e n e e d 

t o c h o o s e w h i c h e i g h t h n o t e s t o c o n n e c t w i t h a t i e . A c c o r d i n g l y w e m u s t c h o o s e c o n n e c t o r 

d o n ' t c o n n e c t n o t e 1 t o n o t e 2 . C h o o s e c o n n e c t o r d o n ' t c o n n e c t n o t e 2 t o n o t e 3 a n d s o o n . T h i s 

l e a v e s u s w i t h a c h o i c e o f t w o , c o n n e c t o r d o n ' t c o n n e c t , a t o t a l o f 5 t i m e s . T h e n t h e r e a r e 2 to the fifth power 

d i f f e r e n t r h y t h m s . 

Section 1.3 Transformations and Twelve-Tone Technique 

G i v e n a s p e c i f i e d m e l o d y t h e r e a r e d i f f e r e n t p e r m u t a t i o n s o f t h e m e l o d y t h a t w e c a n c o u n t . T h e s e p e r m u t a t i o n s a r e b a s e d o n t h e f o u r 

p o s s i b l e t r a n s f o r m a t i o n s o n a m e l o d y : t r a n s p o s i t i o n , r e t r o g r a d e , i n v e r s i o n , a n d r e t r o g r a d e - i n v e r s i o n . L e t ' s t a k e a m o m e n t t o e x a m i n e 

t h e s e t r a n s f o r m a t i o n s . 

D e f i n i t i o n 1 . 4 : T h e t r a n s p o s i t i o n o f a m e l o d y i s c r e a t e d b y a d d i n g a s e t n u m b e r o f h a l f s t e p s t o e a c h n o t e i n t h e m e l o d y . T h u s t r a n s p o s i t i o n p r e s e r v e s 

a l l t h e d i s t a n c e s b e t w e e n t h e n o t e s a n d j u s t c h a n g e s t h e t o n e o f t h e s t a r t i n g n o t e a n d a l l t h e n o t e s t h e r e a f t e r . 

E x a m p l e 1 . 7 : G i v e n t h e m e l o d y s h o w n b e l o w w e c a n p e r f o r m a t r a n s p o s i t i o n t o t h e m e l o d y b y a d d i n g 4 h a l f - s t e p s t o e a c h n o t e . 
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O u r t r a n s p o s i t i o n t h e n wi l l b e 0 plus 4, 0 plus 4, 2 plus 4, 4 plus 4, 7 plus 4, w h i c h g i v e s u s t h e f o l l o w i n g 

m e l o d y as t h e resul t . 

D e f i n i t i o n 1.5: T h e r e t r o g r a d e o f a m e l o d y is c r e a t e d b y p l a y i n g t h e m e l o d y b a c k w a r d s . T h i s 

c a n b e d o n e b y r e v e r s i n g t h e o r d e r o f t h e n o t e s p l a y e d or r e a d i n g t h e m u s i c f r o m r igh t t o l e f t 

i n s t e a d o f l e f t t o r ight . 

E x a m p l e 1.8: G i v e n t h e s a m e s ta r t ing m e l o d y as in E x a m p l e 1.7, t h e r e t r o g r a d e t r a n s f o r m a t i o n 

r e v e r s e s t h e o r d e r of t h e n o t e s p l a y e d t o b e 7, 4, 2, 0, 0 a n d l o o k s l ike th is : 

D e f i n i t i o n 1.6: T h e i n v e r s i o n o f a m e l o d y is c r ea t ed b y r e p l a c i n g e a c h t o n e w i t h t h e resu l t o f 

s u b t r a c t i n g e a c h t o n e f r o m 12. T h e n p l a y i n g t w o n o t e s w i t h a p i t ch c lass in te rva l of 3 g i v e s u s a 

p i t ch c lass in te rva l o f 9 (12 minus 3 ) in i ts i nve r s ion . T h e re su l t is p l a y i n g t h e m e l o d y " u p s i d e - d o w n . " 

E x a m p l e 1.9: G i v e n t h e s a m e s ta r t ing m e l o d y as in E x a m p l e 1.7, w e sub t r ac t e a c h n o t e f r o m 

12 colon 12 minus 0 equals 12 equals 0 parenthesis m o d 12 parenthesis, 12 minus 0 equals 12 equals 0 parenthesis m o d 12 parenthesis, 

12 minus 2 equals 10, 12 minus 4 equals 8, 12 minus 7 equals 5. H e r e is t h e resul t : 
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D e f i n i t i o n 1 . 7 : T h e r e t r o g r a d e i n v e r s i o n o f a m e l o d y i s c r e a t e d b y s u b t r a c t i n g e a c h t o n e f r o m 1 2 

a n d t h e n p l a y i n g t h e s e q u e n c e b a c k w a r d s . T h u s t h e r e t r o g r a d e i n v e r s i o n i s p l a y i n g a m e l o d y 

u p s i d e - d o w n a n d b a c k w a r d s . 

E x a m p l e 1 . 1 0 : G i v e n t h e s a m e s t a r t i n g m e l o d y a s i n E x a m p l e 1 . 7 w e c a n t a k e t h e i n v e r s i o n 

f r o m E x a m p l e 1 . 9 a n d p l a y i t b a c k w a r d s . 

T h e s e f o u r t r a n s f o r m a t i o n s , t r a n s p o s i t i o n , r e t r o g r a d e , i n v e r s i o n , a n d r e t r o g r a d e i n v e r s i o n , 

a r e u s e d i n a m u s i c a l c o m p o s i t i o n m e t h o d c a l l e d T w e l v e - t o n e t e c h n i q u e , w h i c h i s p a r t o f t h e 

i n s p i r a t i o n f o r t h e a l g o r i t h m s c r e a t e d i n C h a p t e r 4 . T w e l v e - t o n e t e c h n i q u e i s b a s e d o n f i r s t 

e s t a b l i s h i n g w h a t i s c a l l e d a 1 2 - t o n e r o w ( s o m e t i m e s j u s t r e f e r r e d t o a s t o n e r o w ) . 

D e f i n i t i o n 1 . 8 : A 1 2 - t o n e r o w i s a s e q u e n c e o f 1 2 n o t e s w h e r e e a c h o f t h e 1 2 m u s i c a l t o n e s i s 

p l a y e d e x a c t l y o n c e . I f w e w a n t e d t o c o u n t t h e t o t a l n u m b e r o f p o s s i b l e 1 2 - t o n e r o w s , s i m i l a r t o 

E x a m p l e 1 .3 , w e c o u n t t h i s a s 1 2 exclamation mark p o s s i b l e . 

T h e m a i n p u r p o s e o f t w e l v e - t o n e t e c h n i q u e i s t o h a v e a m e t h o d f o r c o m p o s i n g a p i e c e o f 

a t o n a l m u s i c ( n o t w r i t t e n i n a n y m a j o r o r m i n o r k e y ) a n d t h i s t e c h n i q u e w a s c r e a t e d b y A r n o l d 

S c h o e n b e r g i n t h e e a r l y 1 9 2 0 s [ 9 ] . I t c o n s i s t s o f f i r s t s t a r t i n g w i t h a 1 2 - t o n e r o w s o m e t i m e s 

c a l l e d t h e p r i m e s e r i e s . T h e n t o c o m p o s e t h e r e s t o f t h e p i e c e c e r t a i n r u l e s m u s t b e f o l l o w e d [ 9 ] : 

1. I n e v e r y 1 2 n o t e s e t , e v e r y t o n e m u s t a p p e a r e x a c t l y o n c e . 

2 . E v e r y 1 2 n o t e s e t c a n b e t h e o r i g i n a l 1 2 - t o n e r o w ( p r i m e s e r i e s ) o r a n y o f t h e f o l l o w i n g 

t r a n s f o r m a t i o n s : i n v e r s i o n , r e t r o g r a d e , a n d r e t r o g r a d e i n v e r s i o n . 
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3 . E v e r y 1 2 n o t e s e t d o e s n o t h a v e t o s t a r t o n t h e v e r y f i r s t n o t e i n t h e s e t ; t h e s e t c a n s t a r t o n a n y 

o f t h e n o t e s . 

W i t h T w e l v e - T o n e T e c h n i q u e , t h e r e a r e m a n y p o s s i b l e t h i n g s t o c o u n t , i n c l u d i n g " h o w 

m a n y p e r m u t a t i o n s o f t h e p r i m e s e r i e s a r e p o s s i b l e b a s e d o n t h e t h r e e r u l e s a b o v e ? " a n d " h o w 

m a n y u n i q u e t o n e r o w s a r e t h e r e a f t e r a c c o u n t i n g f o r t r a n s f o r m a t i o n s ? " T h e a n s w e r s t o t h e s e 

q u e s t i o n s a r e e x p l o r e d i n [ 1 2 ] . W e b r i e f l y d i s c u s s T w e l v e - T o n e T e c h n i q u e h e r e t o e n s u r e t h a t 

t h e r e a d e r i s f a m i l i a r w i t h m u s i c a l t r a n s f o r m a t i o n s a n d t o i n t r o d u c e t h e i d e a o f c r e a t i n g c e r t a i n 

r u l e s w h e n c o m p o s i n g m u s i c . T h e s e i d e a s w i l l b e e m p l o y e d i n C h a p t e r 4 . 
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C h a p t e r 2 : R h y t h m i c C a n o n s 

I n m u s i c , a c a n o n ( o r r o u n d ) i s a m u s i c a l p i e c e p r o d u c e d b y t w o o r m o r e v o i c e s p l a y i n g 

t h e s a m e m e l o d y , s e p a r a t e d b y a s p e c i f i c t i m e i n t e r v a l . A r h y t h m i c c a n o n i s s p e c i f i c a l l y a c a n o n 

w h e r e v o i c e s p l a y a r h y t h m ( i n s t e a d o f a m e l o d y ) s e p a r a t e d b y a s p e c i f i c t i m e i n t e r v a l . 

T h e r e h a s b e e n a w i d e r a n g e o f m a t h e m a t i c a l r e s e a r c h c o n d u c t e d o n c a n o n s , b o t h t o n a l a n d 

r h y t h m i c . R h y t h m i c c a n o n s a r e p e r h a p s a m o r e s i m p l e t y p e t o r e s e a r c h f i r s t , s i n c e o n l y t h e 

r h y t h m s a r e t h e f o c u s a n d w e c a n d i s r e g a r d t h e a e s t h e t i c s b e h i n d d i f f e r e n t t o n e i n t e r v a l s b e i n g 

p l a y e d t o g e t h e r . T h i s r e s e a r c h f o c u s e s o n c o u n t i n g d i f f e r e n t t y p e s o f r h y t h m i c c a n o n s u s i n g t h e 

c o u n t i n g t e c h n i q u e s f r o m B u r n s i d e ' s L e m m a a n d P o l y a ' s E n u m e r a t i o n T h e o r e m . T h e m a j o r i t y 

o f t h i s c h a p t e r i s a s u m m a r y o f H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s r e s e a r c h f r o m [ 4 ] a n d [ 5 ] . 

2.1 Rhythm Patterns 

W e b e g i n b y d i s c u s s i n g t h e m a j o r c o m p o n e n t s t h a t m a k e a r h y t h m i c c a n o n , s t a r t i n g w i t h 

a r h y t h m p a t t e r n . A r h y t h m p a t t e r n i s d e f i n e d a s a s e q u e n c e o f n o t e o n s e t s o v e r a s e t n u m b e r o f 

b e a t s ( w h i c h c a n b e r e f e r r e d t o a s a m e a s u r e ) . 

W e w i l l d e n o t e a n o t e o n s e t w i t h a " 1 " a n d a r e s t w i t h a " 0 " . 

E x a m p l e 2 . 1 : R h y t h m p a t t e r n : 1 0 0 0 1 0 1 0 . T h i s i s a r h y t h m p a t t e r n t h a t c o n s i s t s o f e i g h t b e a t s ; 

t h r e e b e a t s c o n t a i n n o t e o n s e t s a n d f i v e b e a t s a r e r e s t s . 

T h e r h y t h m p a t t e r n s w e w i l l c o n s i d e r w i l l b e o n e p e r i o d i c , m e a n i n g t h e r e i s o n e s e q u e n c e 

o f n o t e o n s e t s t h a t i s t h e n r e p e a t e d c o n t i n u o u s l y . T w o r h y t h m p a t t e r n s a r e e q u i v a l e n t i f o n e 

p a t t e r n i s a s h i f t o f t h e o t h e r . R h y t h m p a t t e r n s t h a t a r e e q u i v a l e n t m a k e u p t h e e q u i v a l e n c e 

c l a s s e s , a l s o c a l l e d r h y t h m c y c l e s . 

E x a m p l e 2 . 2 : 1 0 0 0 1 0 1 0 a n d 1 0 1 0 1 0 0 0 a r e e q u i v a l e n t s i n c e t h e s e c o n d p a t t e r n i s t h e s a m e a s t h e 

f i r s t w i t h a s h i f t o f f o u r b e a t s . 
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S i n c e E x a m p l e 2 . 2 c o n s i s t s o f e i g h t b e a t s , t h e r e a r e e i g h t r h y t h m p a t t e r n s t h a t m a k e u p t h e 

r h y t h m c y c l e , i . e . t h e f o l l o w i n g r h y t h m p a t t e r n s a r e a l l e q u i v a l e n t : 

1 0 0 0 1 0 1 0 ; 0 1 0 0 0 1 0 1 ; 1 0 1 0 0 0 1 0 ; 0 1 0 1 0 0 0 1 ; 1 0 1 0 1 0 0 0 ; 0 1 0 1 0 1 0 0 ; 0 0 1 0 1 0 1 0 ; 0 0 0 1 0 1 0 1 

T h e r e a r e l o t s o f v a r i a t i o n s t h a t c a n b e m a d e w h e n c r e a t i n g a r h y t h m p a t t e r n . T h e 

n u m b e r o f b e a t s ( e i g h t ) , t h e n u m b e r o f n o t e o n s e t s ( t h r e e ) , a s w e l l a s t h e s p a c i n g b e t w e e n t h e 

n o t e o n s e t s c a n a l l b e a d j u s t e d . B a s e d o n t h e s e t h r e e s p e c i f i c a t i o n s ( n u m b e r o f b e a t s , n u m b e r o f 

n o t e o n s e t s , a n d p o s s i b l e s p a c i n g b e t w e e n n o t e o n s e t s ) , w e c a n c o u n t t h e n u m b e r o f p o s s i b l e 

r h y t h m p a t t e r n s , a n d m o r e i m p o r t a n t l y , w e c a n c o u n t t h e n u m b e r o f p o s s i b l e d i s t i n c t r h y t h m 

p a t t e r n s ( t h e r h y t h m c y c l e s ) . 

2.2 Counting Rhythm Cycles 

A p p r o a c h 1: W i t h t h e s p e c i f i c a t i o n o f n t o t a l b e a t s a n d k n o t e o n s e t s ( m e a n i n g t h e r e a r e 

n minus k p l a c e s o f " r e s t " ) , o u r f i r s t a p p r o a c h w i l l b e t o c o u n t h o w m a n y w a y s w e c a n p l a c e t h e k 

n o t e o n s e t s o v e r n b e a t s . W e c a n c o u n t t h i s a s n c h o o s e k . R e m e m b e r t h a t t w o r h y t h m p a t t e r n s 

a r e e q u i v a l e n t i f o n e i s a s h i f t o f t h e o t h e r . T h e n s i n c e w e c a n s h i f t e a c h p a t t e r n a t o t a l o f n t i m e s , 

w e n e e d t o d i v i d e b y n i n o r d e r t o a v o i d o v e r c o u n t i n g . T h e n w e g e t t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m 

c y c l e s w i t h n t o t a l b e a t s a n d k n o t e o n s e t s t o b e 

E x a m p l e 2 . 3 : C o u n t t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m c y c l e s w i t h 8 t o t a l b e a t s a n d 3 n o t e o n s e t s . 

U s i n g w e g e t O n e c a n c h e c k b y h a n d t h a t t h e 7 d i s t i n c t r h y t h m 

p a t t e r n s a r e s p e c i f i c a l l y : 1 1 1 0 0 0 0 0 , 1 1 0 1 0 0 0 0 , 1 1 0 0 1 0 0 0 , 1 1 0 0 0 1 0 0 , 1 1 0 0 0 0 1 0 , 1 0 1 0 1 0 0 0 , 

1 0 0 1 0 1 0 0 . 
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E x a m p l e 2 . 4 : C o u n t t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m c y c l e s w i t h 4 t o t a l b e a t s a n d 2 n o t e o n s e t s . 

U s i n g w e g e t w h i c h i s n o t a n i n t e g e r v a l u e . W h y d i d t h i s o c c u r ? T h e s e 

v a l u e s a r e s m a l l e n o u g h w e c a n f i n d t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m c y c l e s b y b r u t e f o r c e . W e c a n 

l i s t a l l s i x p o s s i b i l i t i e s o f 4 t o t a l b e a t s w i t h 2 n o t e o n s e t s : 1 1 0 0 , 1 0 1 0 , 1 0 0 1 , 0 1 1 0 , 0 1 0 1 , 0 0 1 1 . 

W i t h o u r r e a s o n i n g f r o m a b o v e , w e c a n t a k e 1 1 0 0 a n d s h i f t i t 4 t i m e s s o t h a t w e h a v e a n 

e q u i v a l e n c e c l a s s f o r 1 1 0 0 c o n s i s t i n g o f 4 e l e m e n t s : 1 1 0 0 , 0 1 1 0 , 0 0 1 1 , 1 0 0 1 . H o w e v e r , w h e n 

w e t a k e 1 0 1 0 a n d s h i f t i t 4 t i m e s w e o n l y h a v e a n e q u i v a l e n c e c l a s s w i t h 2 e l e m e n t s : 1 0 1 0 , 0 1 0 1 . 

T h i s d e m o n s t r a t e s t h e e r r o r i n o u r r e a s o n i n g . W h e n w e s h i f t t h e r h y t h m p a t t e r n s , t h e e q u i v a l e n c e 

c l a s s e s a r e n o t a l l t h e s a m e s i z e ! N o t e t h a t e v e n t h o u g h o u r f o r m u l a g a v e u s 6 forward slash 4 , a f t e r c h e c k i n g 

t h r o u g h b r u t e f o r c e w e h a v e t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m p a t t e r n s b e i n g 2 . T h u s w e n e e d t o r e v i s e 

o u r a p p r o a c h f o r c o u n t i n g t h e s e r h y t h m p a t t e r n s . 

A p p r o a c h 2 : F o r o u r s e c o n d a p p r o a c h , w e n e e d t o a d j u s t t h e w a y w e a r e c o u n t i n g t h e 

e l e m e n t s i n t h e e q u i v a l e n c e c l a s s e s . W e c a n t h i n k o f t h e e q u i v a l e n c e c l a s s e s a s o r b i t s i n d u c e d 

b y a g r o u p a c t i o n a n d a p p l y B u r n s i d e ' s L e m m a . 

B u r n s i d e ' s L e m m a Let a finite group G act on a finite set S; for each beta set membership G, define f i x (beta) to be 

the elements s set membership S such that beta multiplication sign s equals s . Then the number of orbits that G induces on S is given by 

L e t G equals curly brace r superscript i vertical bar i equals 0...n minus 1 curly brace, w h e r e r superscript i d e n o t e s s h i f t i n g t h e r h y t h m p a t t e r n i p l a c e s . L e t 

S b e t h e s e t o f a l l p o s s i b l e r h y t h m p a t t e r n s f o r n t o t a l b e a t s w i t h k n o t e o n s e t s . T h e n f o r e a c h r superscript j set membership G , w e 

w i l l d e f i n e f i x parenthesis r superscript j parenthesis t o b e t h e e l e m e n t s s set membership S s u c h t h a t r superscript j multiplication symbol s equals s . T h e n t h e 

n u m b e r o f e q u i v a l e n c e c l a s s e s t h a t G i n d u c e s o n S i s g i v e n b y 
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T h e n w e c a n a p p l y t h i s n e w a p p r o a c h t o E x a m p l e 2 . 4 . F o r n equals 4, w e h a v e 

G equals curly brace r superscript 0, r superscript 1, r superscript 2, r superscript 3 curly brace. N o t i c e t h a t r superscript 0 i s t h e i d e n t i t y s o f o r 

n equals 4 a n d k equals 2 , w e h a v e r superscript 0 equals curly brace 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011 curly brace. T h e n vertical bar f i x 

parenthesis r superscript 0 parenthesis vertical bar equals 6 . W h e n w e e x a m i n e t h e e l e m e n t s o f r superscript 1, w e a r e l o o k i n g f o r e l e m e n t s 

t h a t r e m a i n t h e s a m e a f t e r a s h i f t o f 1. S i n c e n o r h y t h m p a t t e r n s a r e t h e 
s a m e a f t e r a s h i f t o f 1, r i s e m p t y . A l s o , n o t e t h a t r superscript 3 i s 

s h i f t i n g t h e r h y t h m p a t t e r n 3 t i m e s t o t h e r i g h t , w h i c h i s e q u i v a l e n t t o s h i f t i n g t h e r h y t h m p a t t e r n 1 t i m e t o t h e l e f t , s o r superscript 3 i s a l s o e m p t y . 

T h e n vertical bar f i x parenthesis r superscript 1 parenthesis vertical bar a n d vertical bar f i x parenthesis r superscript 3 parenthesis vertical bar 
equals 0 . T h e r e a r e t w o e l e m e n t s i n r superscript 0 t h a t a r e t h e s a m e a f t e r a s h i f t o f 

t w o , s o r superscript 2 equals curly brace 1010,0101 curly brace. T h e n vertical bar f i x parenthesis r superscript 2 parenthesis vertical bar equals 
2 . T h e n w e c a n c o u n t t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m p a t t e r n s u s i n g B u r n s i d e ' s L e m m a : 

N o t i c e w e c a n n o w a p p l y t h i s s e c o n d a p p r o a c h t o E x a m p l e 2 . 3 t o b e t t e r u n d e r s t a n d w h y 

t h i s n e w a p p r o a c h w o r k s . L e t G equals curly brace r superscript 0, r superscript 1, r superscript 2, r superscript 3, r superscript 4, r superscript 5, 

r superscript 6, r superscript 7 curly brace. W e c a n c a l c u l a t e vertical bar f i x parenthesis r superscript 0 parenthesis vertical bar equals 5 6 s i n c e t h e r e 

a r e 8 choose 3 w a y s t o p l a c e 3 n o t e o n s e t s o v e r 8 b e a t s . W h e n w e s h i f t a r h y t h m p a t t e r n 1 p l a c e , i n o r d e r f o r i t t o r e m a i n t h e s a m e e a c h t e r m n e e d s t o 

m a t c h t h e t e r m i n f r o n t o f i t w h i c h w o u l d b e t h e s a m e a s s a y i n g e a c h t e r m n e e d s t o m a t c h t h e t e r m b e h i n d i t . N o t e t h a t i n g e n e r a l w h e n w e c o n s i d e r 

s h i f t i n g a p a t t e r n q p l a c e s w e c a n s h i f t q p l a c e s t o t h e l e f t o r r i g h t , s o a s h i f t o f q p l a c e s i s e q u i v a l e n t t o a s h i f t o f n minus q p l a c e s . T h e n s h i f t i n g 7 

p l a c e s i s t h e s a m e a s s h i f t i n g 1 p l a c e a n d t h e r e a r e n o r h y t h m p a t t e r n s t h a t s t a y t h e s a m e i n t h i s c a s e s o vertical bar f i x parenthesis r superscript 1 

parenthesis vertical bar equals 0 equals vertical bar f i x parenthesis r superscript 7 parenthesis vertical bar. W h e n w e s h i f t a r h y t h m p a t t e r n 2 p l a c e s , i n 

o r d e r f o r i t t o r e m a i n t h e s a m e e a c h t e r m n e e d s t o m a t c h t w o p l a c e s a h e a d , i . e . i f t h e r e i s a 1 o n t h e 1 s t b e a t t h e r e m u s t b e a 1 o n t h e 3 r d b e a t , 5 t h b e a t , a n d 

7 t h b e a t s o t h a t w h e n i t i s s h i f t e d 2 p l a c e s i t r e m a i n s t h e s a m e . T h i s i s i m p o s s i b l e w i t h o n l y 3 n o t e o n s e t s s o vertical bar f i x parenthesis r superscript 2 

parenthesis vertical bar equals 0 equals vertical bar f i x parenthesis r superscript 6 parenthesis vertical bar. S i m i l a r l y i t i s i m p o s s i b l e 
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w i t h o n l y 3 n o t e o n s e t s f o r t h e r h y t h m p a t t e r n t o r e m a i n t h e s a m e a f t e r a s h i f t o f 3 p l a c e s a n d a s h i f t o f 4 p l a c e s s o vertical bar f i x parenthesis r 

superscript 3 parenthesis vertical bar equals 0 equals vertical bar f i x parenthesis r superscript 5 parenthesis vertical bar a n d vertical bar f i x 

parenthesis r superscript 4 parenthesis vertical bar. T h u s w e c a n c o u n t t h e t o t a l n u m b e r o f r h y t h m p a t t e r n s u s i n g B u r n s i d e ' s L e m m a : 

2.3 Asymmetrical Rhythms 

A n i n t e r e s t i n g t y p e o f r h y t h m p a t t e r n t o i n v e s t i g a t e i s t h e a s y m m e t r i c a l r h y t h m . F o r m a t h e m a t i c a l p u r p o s e s , r h y t h m c y c l e s a r e 

d e f i n e d a s a s y m m e t r i c i f t h e y c a n n o t b e b r o k e n i n t o l e q u a l p a r t s w h e r e e a c h p a r t s t a r t s w i t h a n o t e o n s e t . I n o t h e r w o r d s , a s y m m e t r i c r h y t h m c y c l e s 

a r e r h y t h m s t h a t c o n t a i n r e s t s o n a t l e a s t o n e o f t h e " d o w n b e a t s , " w h e r e t h e d o w n b e a t i s t h e f i r s t 

b e a t o f e a c h l e q u a l p a r t . 

E x a m p l e 2 . 5 : L e t t h e r e b e a r h y t h m c y c l e o f l e n g t h 4 a n d l e t l equals 2 . T h e n o u t o f t h e s i x d i f f e r e n t 

r h y t h m p a t t e r n s ( s e e E x a m p l e 2 . 4 ) w e h a v e t h r e e t h a t a r e a s y m m e t r i c a l r h y t h m s : 1 0 0 0 ; 1 1 0 0 ; 

0 0 0 0 . N o t i c e t h a t w e c a n n o t u s e 3 o r 4 n o t e o n s e t s b e c a u s e w e w o u l d b e a b l e t o b r e a k t h e 4 

b e a t s i n t o 2 e q u a l p a r t s , a n d e a c h p a r t w o u l d s t a r t w i t h a n o t e o n s e t . A t f i r s t g l a n c e , a s y m m e t r i c a l r h y t h m s m a y b e a s s o c i a t e d w i t h t h e m u s i c a l t e r m 

" s y n c o p a t i o n " o r p l a y i n g o n t h e " u p b e a t " a s o p p o s e d t o t h e d o w n b e a t , b u t n o t e t h a t t h e m a t h e m a t i c a l d e f i n i t i o n o f a s y m m e t r i c a l a l l o w s f o r n o t e 

o n s e t s t o b e p l a y e d o n a " d o w n b e a t " 

b u t s p e c i f i e s t h a t a t l e a s t o n e d o w n b e a t h a s a r e s t . E x a m p l e 2 . 6 s h o w s t h a t s i m p l y a v o i d i n g 

d o w n b e a t s a n d p l a y i n g o n l y o n u p b e a t s i s n o t e n o u g h t o b e a s y m m e t r i c a l . 

E x a m p l e 2 . 6 : W i t h 8 t o t a l b e a t s a n d l equals 4, t h e r h y t h m p a t t e r n 1 0 1 0 1 0 1 0 c o n t a i n s f o u r n o t e o n s e t s , a l l o n t h e d o w n b e a t s o f t h e r h y t h m 

c y c l e , w h e r e a s 0 1 0 1 0 1 0 1 c o n t a i n s f o u r n o t e o n s e t s 
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o n w h a t a r e c a l l e d t h e u p b e a t s . O b s e r v e t h a t b a s e d o n o u r d e f i n i t i o n o f r h y t h m c y c l e s t h e s e t w o p a t t e r n s a r e e q u i v a l e n t b y a s h i f t o f 1 a n d t h e r h y t h m 

p a t t e r n i s n o t a s y m m e t r i c a l . 

H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s r e s e a r c h o n a s y m m e t r i c a l r h y t h m s p r o d u c e d m e t h o d s f o r c o u n t i n g t h e n u m b e r o f a s y m m e t r i c r h y t h m c y c l e s g i v e n a 

s p e c i f i e d c y c l e l e n g t h ( i . e . p e r i o d ) , s t a r t i n g w i t h a p e r i o d o f 2 n . B e f o r e t a l k i n g a b o u t H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s t h e o r e m s , w e n e e d t o i n t r o d u c e 

t h e u s e o f f u n c t i o n n o t a t i o n f o r t h e s e r h y t h m s . 

2.4 Rhythms as Functions 

A r h y t h m p a t t e r n c a n b e r e p r e s e n t e d a s a f u n c t i o n f colon Z right arrow curly brace 0, 1 curly brace, w h e r e f parenthesis x parenthesis equals 1 i f t h e r e i s 

a n o t e o n s e t o n p u l s e x a n d f parenthesis x parenthesis equals 0 o t h e r w i s e . I f a f u n c t i o n i s p e r i o d i c w i t h a p e r i o d p, t h e n f parenthesis x 

parenthesis equals f parenthesis x plus p parenthesis f o r a l l x in Z. T h i s m e a n s f h a s t h e d o m a i n Z forward slash p Z o r Z sub p. W e w i l l r e f e r t o 

f u n c t i o n s ( r h y t h m p a t t e r n s ) a s b e i n g e q u i v a l e n t b a s e d o n a p p l y i n g a s h i f t . T h e n w e c a n s a y f parenthesis x parenthesis i s t h e s a m e a s f parenthesis x minus p 

parenthesis m o d t h e s h i f t . 

R e c a l l t h e r h y t h m p a t t e r n f r o m E x a m p l e 2 . 1 , 1 0 0 0 1 0 1 0 . A p p l y i n g t h e s e d e f i n i t i o n s , f o r x set membership curly brace1 ,5 ,7 curly brace w e h a v e f parenthesis 

x parenthesis equals 1 s i n c e t h e r e i s a n o t e o n s e t w h e n x set membership curly brace1 ,5 ,7 curly brace a n d f parenthesis x parenthesis equals 0 

f o r t h e r e m a i n i n g b e a t s . E x a m p l e 2 . 1 i s p e r i o d i c w i t h a p e r i o d o f l e n g t h 8 , s o f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus 8 parenthesis a n d h a s a 

d o m a i n Z sub 8. 

W e w i l l d e f i n e a r h y t h m c y c l e t o b e a n e q u i v a l e n c e c l a s s o f p - p e r i o d i c f u n c t i o n s m o d t h e s h i f t . F o r n o w , w e w i l l w o r k w i t h a s y m m e t r i c r h y t h m p a t t e r n s 

t h a t c a n b e d i v i d e d i n t o t w o p a r t s . 

T h e n t h e p e r i o d o f t h e r h y t h m p a t t e r n s m u s t b e e v e n s o w e w i l l l e t t h e p e r i o d p equals 2 n. I n o r d e r t o b e a s y m m e t r i c , i f a n o t e o n s e t o c c u r s a t b e a t x , n o 

n o t e o n s e t o c c u r s a t b e a t x plus n . I n o t h e r w o r d s , i f f parenthesis x parenthesis equals 1 t h e n f parenthesis x plus n parenthesis equals 0 . 
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T h e r h y t h m p a t t e r n h a s a t o t a l o f 2 n e l e m e n t s ( o n e e l e m e n t p e r b e a t ) a n d w e c a n p a r t i t i o n a l l 2 n e l e m e n t s i n t o n p a i r s : curly brace curly brace 

0, n curly brace, curly brace 1, n plus 1 curly brace...curly brace n minus 1, 2 n minus 1 curly brace curly brace. I n o r d e r t o b e a s y m m e t r i c , w e h a v e t h r e e 

p o s s i b i l i t i e s f o r e a c h o f t h e s e p a i r s : 

P a i r P o s s i b l i t i e s : 

O p t i o n 1. B o t h f parenthesis x parenthesis a n d f parenthesis x plus n parenthesis a r e b o t h 0 , 

O p t i o n 2 . T h e f i r s t e l e m e n t , f parenthesis x parenthesis, i s 1 a n d t h e s e c o n d e l e m e n t , f parenthesis x plus n parenthesis, i s 0 , 

O p t i o n 3 . T h e f i r s t e l e m e n t , f parenthesis x parenthesis, i s 0 a n d t h e s e c o n d e l e m e n t , f parenthesis x plus n parenthesis, i s 1. 

T h i s l e a v e s u s w i t h 3 superscript n p o s s i b l e a s y m m e t r i c r h y t h m p a t t e r n s f o r a p e r i o d p equals 2 n . H o w e v e r 

s o m e o f t h e s e 3 superscript n p a t t e r n s m a y b e d u p l i c a t e s m o d s h i f t , s o w h a t w e r e a l l y c a r e a b o u t i s t h e t o t a l 

n u m b e r o f c y c l e s ( e q u i v a l e n c e s c l a s s e s ) w h i c h w e c a n c o u n t u s i n g B u r n s i d e ' s L e m m a . 

L e t u s d e n o t e a l l 3 superscript 3 p o s s i b l e r h y t h m p a t t e r n s w i t h t h e s e t S sub 2 n w h e r e 

S sub 2 n equals curly brace f colon Z sub 2 n function arrow curly brace 0 ,1 curly brace vertical bar f parenthesis x parenthesis equals 1 

implies f parenthesis x plus n parenthesis equals 0 curly brace. W e n e e d t o c o u n t t h e n u m b e r o f e q u i v a l e n c e c l a s s e s m o d u l o t h e s h i f t f o r S sub 

2 n. T h e e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f S sub 2 n c a n b e s e e n a s o r b i t s i n d u c e d b y a g r o u p a c t i o n . T h e g r o u p i s G equals Z sub 2 n a n d a n e l e m e n t r superscript m 

i n G a c t s o n a r h y t h m p a t t e r n b y s h i f t i n g i t f o r w a r d m b e a t s . N a m e l y f o r f set membership S sub 2 n , t h e o r b i t o f f i n d u c e d b y r superscript m i s t h e s e t 

curly brace r superscript m multiplication sign f vertical bar r superscript m set membership G curly brace, w h e r e parenthesis r superscript m 

multiplication sign f parenthesis parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x minus m parenthesis. 

E x a m p l e 2 . 7 : C o n s i d e r t h e r h y t h m c y c l e 1 0 1 1 0 0 0 0 . T h e o r b i t o f f i n d u c e d b y r superscript 2 i s curly brace 1 0 1 1 0 0 0 0 , 0 0 1 0 1 1 0 0 , 0 0 0 0 1 0 1 1 , 1 1 0 0 0 0 1 0 

curly brace. S i n c e t h e e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f S sub 2 n c a n b e s e e n a s o r b i t s w e c a n a p p l y B u r n s i d e ' s L e m m a i n 

S e c t i o n 2 . 5 t o h e l p u s c o u n t t h e n u m b e r o f a s y m m e t r i c a l r h y t h m s . I n S e c t i o n 2 . 6 , w e w i l l 

s p e c i f y t h e n u m b e r o f n o t e o n s e t s w e w a n t i n a r h y t h m c y c l e ( r n o t e s ) a n d s i m i l a r l y w e c a n u s e 

B u r n s i d e ' s L e m m a t o c o u n t t h e n u m b e r o f r - n o t e a s y m m e t r i c r h y t h m s o f p e r i o d 2 n b y v i e w i n g 

t h e e q u i v a l e n c e c l a s s e s a s o r b i t s . 
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2.5 Hall and Klingsberg's Theorem 1 

T h e f o l l o w i n g t h e o r e m p r o v i d e s u s w i t h a f o r m u l a f o r f i n d i n g t h e n u m b e r o f a s y m m e t r i c r h y t h m c y c l e s o f p e r i o d 2 n . T h e p r o o f g i v e n 

b y H a l l a n d K l i n g s b e r g i s s u m m a r i z e d h e r e a n d r e v o l v e s a r o u n d f i n d i n g f i x parenthesis B parenthesis ( f r o m B u r n s i d e ' s L e m m a ) . 

T h e o r e m 1 The number of asymmetric rhythm cycles of period 2 n is given by 

Where slashed o parenthesis d parenthesis is the number of integers 1 less than equal to x less than equal to d such that x is relatively prime to d. 

P r o o f : L e t t h e p e r i o d b e 2 n. T h e n f o r e a c h d i v i s o r d o f 2 n, w e w i l l f i r s t f i n d t h e n u m b e r o f e l e m e n t s o f o r d e r d . L e t k h a v e o r d e r d w h i c h m e a n s k d 

equals 2 n w h e r e d i s t h e s m a l l e s t m u l t i p l e o f k t h a t e q u a l s 2 n. T h e n k equals 2 n forward slash d a n d t h e e l e m e n t s o f o r d e r d i n Z sub 2 n a r e t h e 

s u b g r o u p o f m u l t i p l e s o f k mod 2 n. D e f i n e t h e m u l t i p l e s i n t h i s s u b g r o u p t o b e o f t h e f o r m B equals k j , w h e r e 1 less than equal to j less than equal to 

d a n d g c d parenthesis j,d parenthesis equals 1. N o t i c e t h a t i f w e m u l t i p l y B b y d w e g e t B d equals k j d. S i n c e k i s o f o r d e r d w e h a v e a 

m u l t i p l e o f k mod 2 n. W e n e e d g c d parenthesis j,d parenthesis equals 1 b e c a u s e i f j w e r e a d i v i s o r o f d , t h e n k w o u l d h a v e a s m a l l e r o r d e r t h a n d . I n 

f a c t t h e o r d e r w o u l d t h e n b e d forward slash g c d parenthesis j,d parenthesis. S i n c e w e n e e d g c d parenthesis j,d parenthesis equals 1, t h e r e a r e 

slashed o parenthesis d parenthesis e l e m e n t s i n t h i s s u b g r o u p , w h e r e slashed o parenthesis d parenthesis i s t h e n u m b e r o f i n t e g e r s i n curly brace 2 , 

. . . , d minus 1 curly brace t h a t a r e r e l a t i v e l y p r i m e t o d. N o w w e w i l l e x a m i n e f i x parenthesis B parenthesis a n d t h e r e a r e t w o c a s e s : 

C a s e 1: k d i v i d e s n 

S i n c e k d i v i d e s n , t h i s l e a v e s u s w i t h f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus k parenthesis. T h i s i m p l i e s t h a t f parenthesis x parenthesis 

equals f parenthesis x plus n parenthesis s i n c e k d i v i d e s n . B u t i n o r d e r t o b e a s y m m e t r i c , f parenthesis x parenthesis c a n e q u a l f parenthesis x plus n 

parenthesis o n l y i f f parenthesis x parenthesis equals 0. T h e r e f o r e f o r C a s e 1, w e h a v e vertical bar f i x parenthesis B parenthesis vertical bar equals 1. 

C a s e 2 : k d o e s n o t d i v i d e n 
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E v e n t h o u g h k d o e s n o t d i v i d e n, w e d o k n o w t h a t k d i v i d e s 2 n s o t h e r h y t h m c y c l e i s k - p e r i o d i c . T h i s m e a n s t h e a s y m m e t r y o f t h e r h y t h m c y c l e w i l l b e d e t e r m i n e d b y t h e v a l u e s g i v e n t o curly brace 0 , . . . , 

k minus 1 curly brace. W e k n o w 2 n is congruent to 0 parenthesis m o d k parenthesis w i t h n does not equal 0 ( m o d k ) . T h e n 2 n is congruent to k parenthesis m o d k parenthesis a n d s i n c e k i s e v e n , 

w e g e t T h u s w h e n w e e x a m i n e t h e n p a i r s i n t h e r h y t h m p a t t e r n w e r e a l l y o n l y 

n e e d t o e x a m i n e k forward slash 2 p a i r s . W e h a v e t h r e e c h o i c e s f o r e a c h o f t h e s e p a i r s , s o t h i s l e a v e s u s w i t h 

vertical bar fix parenthesis B parenthesis vertical bar equals 3 superscript k forward slash 2. S i n c e w e k n o w d k equals 2 n f o r s o m e d , w e k n o w 

k forward slash 2 equals n forward slash d. T h e r e f o r e b y s u b s t i t u t i o n w e h a v e vertical bar fix parenthesis B parenthesis vertical bar equals 

3 superscript n forward slash d. 

T o b e t t e r i l l u s t r a t e t h i s p r o o f l e t ' s a p p l y t h e p r o o f t o a n e x a m p l e t o e x p l o r e t h e d e t a i l s o f h o w i t 

w o r k s : 

E x a m p l e 2 . 8 : L e t n equals 4 s o t h e p e r i o d i s 8 . T h e n t h e p o s s i b l e d i v i s o r s o f 8 , w h i c h w e w i l l s e q u e n t i a l l y d e n o t e a s d , a r e 1, 2 , 4 , 8 . 

S a y k equals 2 n forward slash d. W e w i l l f i n d slashed o parenthesis d parenthesis f o r e a c h p o s s i b l e v a l u e o f d. 

N o w f o r d equals 1, w e n e e d t h e m u l t i p l e s o f k t h a t h a v e o r d e r 1 w h e r e k equals 8 forward slash 1 equals 8 . T h e n t o f i n d t h e 

n u m b e r o f e l e m e n t s o f o r d e r 1, w e n e e d t o f i n d h o w m a n y e l e m e n t s w e h a v e o f t h e f o r m B equals 8 j , w h e r e 1 less than equal to j less than equal 

to 1 a n d g c d parenthesis j , 1 parenthesis equals 1. T h e r e i s o n l y o n e e l e m e n t , w h e n j equals 1, B equals 8. S i n c e w e a r e c o u n t i n g h o w m a n y 

e l e m e n t s o f t h e f o r m B equals 8 j , w h e n g c d parenthesis j , 1 parenthesis equals 1 t h e r e w i l l b e slashed o parenthesis d parenthesis o f t h e m . 

O b s e r v e slashed o parenthesis 1 parenthesis equals 1. 

N e x t f o r d equals 2, w e n e e d t h e m u l t i p l e s o f k t h a t h a v e o r d e r 2 w h e r e k equals 8 forward slash 2 equals 4 . T h e n t o f i n d t h e n u m b e r o f e l e m e n t s 

o f o r d e r 2 , w e n e e d t o f i n d h o w m a n y e l e m e n t s w e h a v e o f t h e f o r m B equals 4 j , w h e r e 1 less than equal to j less than equal to 2 a n d g c d 

parenthesis j,2 parenthesis equals 1. T h e r e i s o n l y o n e e l e m e n t , w h e n j equals 1, B equals 4 . N o t e t h a t 

slashed o parenthesis 2 parenthesis equals 1. 
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N e x t f o r d equals 4 , w e n e e d t h e m u l t i p l e s o f k t h a t h a v e o r d e r 4 w h e r e k equals 8 forward slash 4 equals 2 . T h e n t o f i n d t h e 

n u m b e r o f e l e m e n t s o f o r d e r 4 , w e n e e d t o f i n d h o w m a n y e l e m e n t s w e h a v e o f t h e f o r m B equals 2 j , 

w h e r e 1 less than equal to j less than equal to 4 a n d g c d parenthesis j,4 parenthesis equals 1. T h e r e a r e t w o e l e m e n t s , w h e n j equals 1, B equals 2 

a n d w h e n j equals 3, B equals 6. O b s e r v e slashed o parenthesis 4 parenthesis equals 2 . 

F i n a l l y f o r d equals 8 , w e n e e d t h e m u l t i p l e s o f k t h a t h a v e o r d e r 8 w h e r e k equals 8 forward slash 8 equals 1. T h e n t o f i n d t h e n u m b e r o f e l e m e n t s 

o f o r d e r 8 , w e n e e d t o f i n d h o w m a n y e l e m e n t s w e h a v e o f t h e f o r m B equals 1 j , w h e r e 1 less than equals to j less than equal to 8 a n d g c d 

parenthesis j,8 parenthesis equals 1. T h e r e a r e f o u r e l e m e n t s , w h e n j equals 1, B equals 1, w h e n j equals 3, B equals 3, w h e n j equals 5, B equals 5 

a n d w h e n j equals 7, B equals 7 . N o t e t h a t slashed o parenthesis 8 parenthesis equals 4 . 

L e t ' s s u m m a r i z e o u r f i n d i n g s s o f a r : 

T a b l e 2 . 1 k B number o f e l e m e n t s o f o r d e r d equals slashed o 
parenthesis d parenthesis 

d equals 1 8 8 1 

d equals 2 4 4 1 

d equals 4 2 2 , 6 2 

d equals 8 1 1 , 3 , 5 , 7 4 

N o w w e n e e d t o e x a m i n e f i x parenthesis B parenthesis f o r a l l v a l u e o f B i n T a b l e 2 . 1 . W e w i l l e x a m i n e t h e s e b a s e d o n t w o c a s e s : 

C a s e 1: k d i v i d e s n 

S i n c e n equals 4 , w e h a v e d equals 2 , 4 , a n d 8 t o e x a m i n e . S i n c e k d i v i d e s n , t h i s l e a v e s u s w i t h f parenthesis x parenthesis equals 

f parenthesis x plus k parenthesis. S i n c e w e k n o w k i s a m u l t i p l e o f n t h i s m e a n s t h a t f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus n parenthesis . 

F o r i n s t a n c e , w h e n d equals 2 w e h a v e k equals 4 . T h u s f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus 4 parenthesis w h i c h g i v e s u s f parenthesis x 

parenthesis equals f parenthesis x plus 4 parenthesis a u t o m a t i c a l l y . W h e n d equals 4 w e h a v e k equals 2 a n d w e k n o w f parenthesis x parenthesis equals 

f parenthesis x plus 2 parenthesis. S i n c e 4 i s a m u l t i p l e o f 2 , t h i s i m p l i e s t h a t f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus 4 parenthesis. W h e n d 

equals 8 w e h a v e k equals 1 a n d w e k n o w f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus 4 parenthesis. S i n c e 4 i s a m u l t i p l e o f 1, t h i s 
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i m p l i e s t h a t f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus 4 parenthesis. T h e n f o r a l l v a l u e s o f k t h a t d i v i d e n w e h a v e f parenthesis x parenthesis 

equals f parenthesis x plus 4 parenthesis. F o r a s y m m e t r i c a l r h y t h m s t h i s o n l y h o l d s i f f parenthesis x parenthesis equals 0 . T h e r e i s o n l y 1 p o s s i b l e r h y t h m 

p a t t e r n w i t h f parenthesis x parenthesis equals 0 f o r a l l x , s o f i x parenthesis B parenthesis equals 1 f o r a l l B w h e n k d i v i d e s n . 

C a s e 2 : k d o e s n o t d i v i d e n 

F o r C a s e 2 , w e a r e l e f t w i t h d equals 1 t o e x a m i n e . S i n c e k equals 8 d o e s n o t d i v i d e n equals 4 , w e w i l l h a v e t o e x a m i n e t h e 8 forward slash 2 p a i r s a n d 

m a k e s u r e t h a t t h e y c r e a t e a n a s y m m e t r i c a l r h y t h m p a t t e r n b a s e d o n 

O p t i o n s 1, 2 , a n d 3 f o r p a i r p o s s i b i l i t i e s . T h e n vertical bar f i x parenthesis B parenthesis vertical bar equals 3 superscript 8 forward slash 2. S i n c e w e k n o w 

d k equals 2 n f o r d equals 1, w e k n o w k forward slash 2 equals n forward slash d. T h e r e f o r e b y s u b s t i t u t i o n w e h a v e vertical bar f i x parenthesis B 

parenthesis vertical bar equals 3 superscript 4 forward slash 1. N o w w e h a v e t h e f o l l o w i n g f o r m u l a f o r c o u n t i n g a s y m m e t r i c a l r h y t h m s a s o u r r e s u l t 

U s i n g t h i s f o r m u l a t o c o u n t t h e n u m b e r o f a s y m m e t r i c a l r h y t h m s f o r n equals 4 w e h a v e 

H e r e a r e t h e e l e v e n a s y m m e t r i c a l r h y t h m s t h a t a r e p o s s i b l e w h e n n equals 4 : 

1 0 0 0 0 0 0 0 , 1 1 0 0 0 0 0 0 , 1 0 1 0 0 0 0 0 , 1 0 0 1 0 0 0 0 , 1 1 1 0 0 0 0 0 , 1 1 1 1 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 , 1 1 0 1 0 0 0 0 , 

1 0 1 1 0 0 0 0 , 1 0 0 1 0 1 0 , 1 0 1 1 0 1 0 0 . 

2.6 Hall and Klingsberg's Theorem 2 

T h e f o l l o w i n g t h e o r e m g i v e s a f o r m u l a f o r f i n d i n g t h e n u m b e r o f a s y m m e t r i c r - b e a t r h y t h m c y c l e s , w h e r e r i s a s p e c i f i e d n u m b e r o f n o t e o n s e t s . I t i s 

i m p o r t a n t t o n o t i c e i f r equals 0 t h e r e i s o n e o b v i o u s c y c l e , s o t h i s t h e o r e m s e t s r greater than equal to 1 . H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s p r o o f , s u m m a r i z e d 

b e l o w , i s s i m i l a r t o t h e p r o o f o f T h e o r e m 1 a n d r e v o l v e s a r o u n d f i n d i n g f i x parenthesis B parenthesis. 
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T h e o r e m 2 For any 1 less than equal to r less than equal to n, the number of asymmetric r-beat rhythm cycles is given by 

F i r s t f o r e a c h d i v i s o r d o f 2 n , w e n e e d t o f i n d t h e n u m b e r o f e l e m e n t s o f o r d e r d ( t h e r e a r e slashed o parenthesis d parenthesis o f t h e m . N e x t w e 

d e t e r m i n e vertical bar f i x parenthesis B parenthesis vertical bar a n d t h e r e a r e 3 c a s e s t o c o n s i d e r : 

C a s e 1: k d i v i d e s n 

S i m i l a r t o C a s e 1 f r o m t h e p r o o f o f T h e o r e m 1, t h i s i m p l i e s f parenthesis x parenthesis equals f parenthesis x plus n parenthesis. H e n c e f parenthesis x 

parenthesis m u s t e q u a l 0 i n o r d e r t o b y a s y m m e t r i c . I f f parenthesis x parenthesis equals 0 f o r e a c h x , t h e n t h i s m e a n s r equals 0 , s o f o r C a s e 1, 

vertical bar f i x parenthesis B parenthesis vertical bar equals 0 . 

C a s e 2 : k d o e s n ' t d i v i d e n a n d d d o e s n ' t d i v i d e r 

I n o r d e r t o b e k - p e r i o d i c , t h e n u m b e r o f e l e m e n t s x s u c h t h a t f parenthesis x parenthesis equals 1 w o u l d h a v e t o b e a m u l t i p l e o f d . B u t r i s n ' t a m u l t i p l e 

o f d , s o f o r C a s e 2 , vertical bar fix parenthesis B parenthesis vertical bar equals 0 . 

C a s e 3 : k d o e s n ' t d i v i d e n a n d d d o e s d i v i d e r 

N o w w e c a n l o o k a t t h e n forward slash d p a i r s curly brace 0 , k forward slash 2 curly brace.. .curly brace k forward slash 2 minus 1, k minus 1 

curly brace a n d m a k e s u r e t h e r e a r e e x a c t l y r 1s . I n o r d e r t o m a k e t h i s a n a s y m m e t r i c r h y t h m , w e k n o w t h e r e a r e t h r e e c h o i c e s f o r e a c h o f t h o s e p a i r s 

a n d i n o r d e r f o r t h e r e t o b e r 1 s w e m u s t h a v e e x a c t l y r forward slash d p a i r s w i t h n o t e o n s e t s . N o w w e m u s t u s e t h e t h r e e c h o i c e s g i v e n i n t h e " P a i r 

P o s s i b i l i t i e s " o u t l i n e d i n S e c t i o n 2 . 4 a n d e n s u r e t h a t r forward slash d p a i r s a r e g i v e n a n o t e o n s e t . T o e n s u r e t h i s w e w i l l f i r s t c h o o s e r forward slash 

d p a i r s o u t o f n forward slash d p a i r s . T h e r e a r e parenthesis n forward slash d c h o o s e r forward slash d parenthesis w a y s t o d o t h i s . N e x t w e w i l l 

a s s i g n e a c h o f t h e s e c h o s e n r forward slash d p a i r s w i t h O p t i o n 2 o r O p t i o n 3 a n d t h e r e a r e 2 superscript r forward slash d w a y s t o d o t h i s . F i n a l l y a l l 

o f t h e r e m a i n i n g p a i r s w i l l b e a s s i g n e d O p t i o n 1. T h e r e f o r e f o r C a s e 3 , vertical bar f i x parenthesis B parenthesis vertical bar equals parenthesis n 

forward slash d c h o o s e r forward slash d parenthesis asterisk 2 superscript r forward slash d. 
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2.7 Hall and Klingsberg: Further Results 

H a l l a n d K l i n g s b e r g w e r e a b l e t o a p p l y t h e i r f i n d i n g s o n a s y m m e t r i c a l r h y t h m s o f p e r i o d 

2 n t o s e v e r a l d i f f e r e n t a r e a s , i n c l u d i n g t h e c o m p l e m e n t s o f r h y t h m c y c l e s , a s y m m e t r i c a l r h y t h m s 

o f p e r i o d l n a n d t i l i n g c a n o n s . 

T h e c o m p l e m e n t o f a r h y t h m c y c l e s i m p l y i m p l i e s s w a p p i n g a l l t h e b e a t s w i t h r e s t s a n d 

v i c e v e r s a . T h e m a x i m u m n u m b e r o f b e a t s i n a n a s y m m e t r i c r h y t h m c y c l e i s n a n d a s y m m e t r i c 

r h y t h m c y c l e s w i t h n n o t e s a r e c o m p l e m e n t a r y ( t h e y a r e e q u i v a l e n t t o t h e i r o w n c o m p l e m e n t s -

b y s h i f t i n g ) . I f w e t a k e H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s T h e o r e m 2 a n d p l u g i n r equals n, w e g e t a c o r o l l a r y 

t h a t t e l l s u s h o w m a n y c o m p l e m e n t a r y a s y m m e t r i c r h y t h m c y c l e s t h e r e a r e f o r c y c l e s w i t h n 

n o t e s . 

H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s C o r o l l a r y : T h e n u m b e r o f r - n o t e , l - a s y m m e t r i c r h y t h m s i s 

T h r o u g h o u t t h i s c h a p t e r , w e o n l y c o n s i d e r e d a s y m m e t r i c a l r h y t h m s o f p e r i o d 2 n . W e c a n 

n o w u s e a m o r e g e n e r a l d e f i n i t i o n f o r a s y m m e t r i c a l r h y t h m s . L e t a p e r i o d i c r h y t h m o f p e r i o d l n b e l - a s y m m e t r i c i f f parenthesis x parenthesis equals 1 

i m p l i e s f parenthesis x plus n parenthesis equals 0 . H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s T h e o r e m s 1 a n d 2 c a n b e m o d i f i e d s o t h a t t h e y c o u n t t h e n u m b e r o f 

a s y m m e t r i c r h y t h m c y c l e s w i t h l - a s y m m e t r y i n s t e a d o f 2 - a s y m m e t r y . H a l l a n d K l i n g s b e r g ' s r e s e a r c h i s t a k e n a s t e p f u r t h e r t o e n u m e r a t e s p e c i f i c k i n d s 

o f t i l i n g c a n o n s . A c a n o n ( o r r o u n d ) i s a m u s i c a l f i g u r e p r o d u c e d w h e n t w o o r m o r e v o i c e s p l a y t h e s a m e m e l o d y , w i t h e a c h v o i c e o f f s e t b y a s p e c i f i c 

t i m e i n t e r v a l . A r h y t h m i c t i l i n g c a n o n i s a r h y t h m i c c a n o n w i t h t h e r e s t r i c t i o n t h a t w h e n a l l v o i c e s a r e p l a y e d , t h e r e s u l t a n t r h y t h m h a s 

e x a c t l y o n e 
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n o t e o n s e t p e r u n i t b e a t . H a l l a n d K l i n g s b e r g e x a m i n e t h e c y c l e s o f 1 2 - p e r i o d i c r h y t h m i c t i l i n g 

c a n o n s , w i t h l equals 3 , n equals 4 , a n d r equals n equals 4 , w h e r e l i s t h e n u m b e r o f p a r t s t h e p e r i o d i s d i v i d e d i n t o , 

n i s t h e n u m b e r o f b e a t s i n e a c h l p a r t , a n d r i s t h e n u m b e r o f n o t e o n s e t s . T h e y s h o w t h a t t h e r e 

a r e e x a c t l y e i g h t c y c l e s w i t h 4 - n o t e o n s e t s parenthesis r equals 4 parenthesis. I n g e n e r a l , a n y l n - p e r i o d i c r h y t h m w i t h n 

n o t e o n s e t s t h a t i s l - a s y m m e t r i c f o r m s a t i l i n g c a n o n o f l v o i c e s , o f f s e t b y m u l t i p l e s o f n n o t e s . 

T h e n u m b e r o f t h e s e t i l i n g c a n o n s c a n b e f o u n d b y s u b s t i t u t i n g r equals n i n parenthesis asterisk parenthesis ( T h e o r e m 2 

m o d i f i e d ) . I t i s i m p o r t a n t t o r e c o g n i z e t h a t t h e i r r e s u l t s p r o v i d e a w a y t o e n u m e r a t e t i l i n g c a n o n s 

t h a t h a v e p e r i o d i c i n n e r a n d o u t e r r h y t h m s a n d e q u a l l y - s p a c e d o n s e t s f o r t h e o u t e r r h y t h m . 
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C h a p t e r 3 : C r a b C a n o n s 

H a v e y o u e v e r s u n g " R o w , R o w , R o w Y o u r B o a t " i n a r o u n d w i t h m u l t i p l e p e o p l e ? 

T h e n y o u h a v e b e e n a p a r t o f w h a t m u s i c i a n s c a l l a m e l o d i c c a n o n . R e m e m b e r t h a t a c a n o n ( o r 

r o u n d ) i s a m u s i c a l p i e c e p r o d u c e d b y t w o o r m o r e v o i c e s p l a y i n g t h e s a m e m e l o d y , s e p a r a t e d b y 

a s p e c i f i c t i m e i n t e r v a l . P r e v i o u s l y i n C h a p t e r 2 w e d i s c u s s e d r e s e a r c h o n r h y t h m i c c a n o n s 

( s p e c i f i c a l l y a s y m m e t r i c a l r h y t h m s ) . I n t h i s c h a p t e r , w e w i l l l o o k m o r e c l o s e l y a t m e l o d i c 

c a n o n s i n c l u d i n g a d i s c u s s i o n o n t h e d i f f e r e n t t y p e s o f c a n o n s a n d a n a n a l y s i s o f B a c h ' s w e l l 

k n o w n c r a b c a n o n f r o m B a c h ' s Musical Offering. 

3.1 Types of Canons 

T h e r e a r e m a n y t y p e s o f m e l o d i c c a n o n s c o m p o s e d a n d p e r f o r m e d b y m u s i c i a n s . P e r h a p s 

t h e s i m p l e s t t y p e o f m e l o d i c c a n o n i s p l a y i n g s t r i c t l y u n i s o n , w h e r e t h e s e c o n d p l a y e r i s 

r e p e a t i n g t h e f i r s t p l a y e r o n l y s e p a r a t e d b y a s p e c i f i e d t i m e i n t e r v a l . 

E x a m p l e 3 . 1 U n i s o n : 

H e r e a r e t h e f i r s t t w o m e a s u r e s o f " R o w Y o u r B o a t " t h a t w e w i l l u s e f o r o u r e x a m p l e o f a u n i s o n 

c a n o n : 
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T h i s w o u l d b e c o n s i d e r e d a u n i s o n c a n o n s i n c e t h e t w o v o i c e s h a v e t h e s a m e m e l o d y . T h e 

s e c o n d v o i c e s t a r t s a t t h e b e g i n n i n g o f t h e m e l o d y a f t e r t h e f i r s t v o i c e f i n i s h e s t h e f i r s t m e a s u r e . 

N o t i c e t h a t t h e t i m e s i g n a t u r e i s 4 forward slash 4 ( f o u r b e a t s a m e a s u r e w i t h a q u a r t e r n o t e e q u a l i n g o n e b e a t ) , 

s o t h e s e c o n d v o i c e i s f o u r b e a t s b e h i n d t h e f i r s t v o i c e . 

I n o r d e r t o a n a l y z e t h e i n t e r v a l s b e i n g p l a y e d , w e l e t e v e r y 8 t h n o t e ( r o u n d e d b e c a u s e o f t h e 

d o t t e d e i g h t h n o t e s ) g e t o n e v a l u e , a n d w e e n u m e r a t e t h e m u s i c b a s e d o n T a b l e 3 . 1 . T h e r e a r e 

1 2 p o s s i b l e n o t e s a n d s i n c e w e a r e i n t h e k e y o f F , w e l e t F equals 0 a n d u s e t h e v a l u e s 0 t h r o u g h 1 1 

t o e n u m e r a t e a l l 1 2 p o s s i b l e n o t e s : 

T a b l e 3 . 1 

N o t e V a l u e 

F 0 

F sharp 1 

G 2 

G sharp 3 

A 4 

A sharp 5 

B 6 

C 7 

C sharp 8 

D 9 

D sharp 1 0 

E 1 1 

O n c e w e a s s i g n a v a l u e 0 - 1 1 t o e a c h n o t e w e c a n f i n d t h e i n t e r v a l s ( i n h a l f s t e p s ) b e i n g p l a y e d 

b y t h e t w o v o i c e s b y s i m p l y s u b t r a c t i n g t h e v a l u e s a s s i g n e d t o e a c h v o i c e a n d t h e n l a b e l e a c h 

w i t h a n i n t e r v a l c l a s s ( s e e C h a p t e r 1) . 
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P l a y e r 

1 

P l a y e r 

2 

i n t e r v a l i n h a l f 

s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

4 0 4 4 

2 0 2 2 

4 0 4 4 

5 0 5 5 

7 0 7 5 

7 2 5 5 

7 4 3 3 

7 4 3 3 

B e s i d e s u n i s o n , o t h e r t y p e s o f m e l o d i c c a n o n s i n c l u d e i n t e r v a l c a n o n s , c a n o n s i n c o n t r a r y 

m o t i o n , a n d c a n o n s w i t h a n y c o m b i n a t i o n o f m u s i c a l p e r m u t a t i o n s i n c l u d i n g r e t r o g r a d e , 

i n v e r s i o n , a n d r e t r o g r a d e i n v e r s i o n ( s e e C h a p t e r 1 S e c t i o n 1 . 3 ) a s w e l l a s a u g m e n t a t i o n 

( i n c r e a s i n g t h e i n t e r v a l s p l a y e d ) a n d d i m i n u t i o n ( d e c r e a s i n g t h e i n t e r v a l s p l a y e d ) . 

I n t e r v a l c a n o n s a r e s i m i l a r t o u n i s o n e x c e p t t h e s e c o n d p l a y e r p l a y s a d i f f e r e n t m e l o d y 

f o l l o w i n g t h e f i r s t p l a y e r ' s m e l o d y . A l s o t h e t w o v o i c e s a r e s e p a r a t e d b y a s p e c i f i e d n o t e 

i n t e r v a l i n a d d i t i o n t o a s p e c i f i e d t i m e i n t e r v a l . H e n c e t h e n a m e " i n t e r v a l c a n o n " i s b a s e d o n t h e 

s e p a r a t i o n b y a s p e c i f i e d n o t e i n t e r v a l . 

E x a m p l e 3 . 2 I n t e r v a l C a n o n : H e r e i s a s h o r t e x a m p l e o f w h a t a n i n t e r v a l c a n o n m i g h t l o o k l i k e 

w i t h a n i n t e r v a l s e p a r a t i o n o f 4 h a l f s t e p s . E v e r y h a l f b e a t i s a s s i g n e d a n u m b e r a c c o r d i n g t o i t s 

n o t e v a l u e . T h u s e v e r y q u a r t e r n o t e i s a s s i g n e d t w o n u m b e r s . 
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N o t i c e t h a t a l l f o u r i n t e r v a l s a r e f o u r h a l f s t e p s a p a r t a n d t h e f o l l o w i n g t a b l e s u m m a r i z e s t h e 

t y p e s o f i n t e r v a l s ( i n h a l f - s t e p s ) w e a t t a i n f r o m t h e e x a m p l e ( a l l i n t e r v a l c l a s s e q u a l t o 4 ) . 

P l a y e r 1 P l a y e r 2 i n t e r v a l i n h a l f s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

0 4 4 4 

0 4 4 4 

4 8 4 4 

4 8 4 4 

7 1 1 4 4 

7 1 1 4 4 

4 8 4 4 

4 8 4 4 

C a n o n s i n c o n t r a r y m o t i o n ( a l s o c a l l e d i n v e r t e d c a n o n s ) i n v o l v e t w o p l a y e r s p l a y i n g t h e 

s a m e m e l o d i c i n t e r v a l s b u t m o v i n g i n o p p o s i t e d i r e c t i o n s . F o r e x a m p l e , t h e f i r s t a n d s e c o n d 

p l a y e r s m a y s t a r t u n i s o n a n d t h e n f o r t h e s e c o n d n o t e t h e f i r s t p l a y e r m a y m o v e 4 h a l f s t e p s u p 

w h i l e t h e s e c o n d p l a y e r w i l l m o v e 4 h a l f s t e p s d o w n . 

E x a m p l e 3 . 3 C o n t r a r y M o t i o n : H e r e i s a s h o r t e x a m p l e o f a c o n t r a r y m o t i o n c a n o n : 

I n t h i s m e a s u r e b o t h v o i c e s s t a r t u n i s o n , b u t P l a y e r O n e m o v e s u p 4 h a l f s t e p s w h i l e P l a y e r T w o 

m o v e s d o w n 4 h a l f s t e p s . F o r t h e t h i r d a n d f o u r t h n o t e s , P l a y e r O n e m o v e s d o w n 2 h a l f s t e p s 

a n d P l a y e r T w o m o v e s u p 2 h a l f s t e p s . T h e f o l l o w i n g t a b l e s u m m a r i z e s t h e t y p e s o f i n t e r v a l s ( i n 

h a l f - s t e p s ) w e o b t a i n f r o m t h e e x a m p l e . 

P l a y e r 1 P l a y e r 2 i n t e r v a l i n h a l f s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

4 8 4 4 

4 8 4 4 
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2 1 0 8 4 

2 1 0 8 4 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

A c r a b c a n o n ( t h e f o c u s o f S e c t i o n s 3 . 3 a n d 3 . 4 ) i s a c a n o n i n w h i c h t h e m e l o d y i s p l a y e d 

b o t h f o r w a r d s a n d b a c k w a r d s . T h e c r a b c a n o n i s s o m e t i m e s c a l l e d a r e t r o g r a d e c a n o n b e c a u s e 

r e t r o g r a d e r e f e r s t o p l a y i n g a m e l o d y b a c k w a r d s . 

E x a m p l e 3 . 4 C r a b C a n o n : H e r e i s a s h o r t e x a m p l e o f a c r a b c a n o n : 

N o t i c e t h a t t h e s e c o n d l i n e i s t h e s a m e a s t h e f i r s t l i n e b a c k w a r d s . T h e f o l l o w i n g t a b l e 

s u m m a r i z e s t h e t y p e s o f i n t e r v a l s ( i n h a l f - s t e p s ) w e a t t a i n f r o m t h e e x a m p l e . 

P l a y e r 1 P l a y e r 2 i n t e r v a l i n h a l f s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

0 7 7 5 

0 7 7 5 

4 4 0 0 

2 4 2 2 

4 2 2 2 

4 4 0 0 

7 0 7 5 

7 0 7 5 

N o t i c e t h e s y m m e t r y i n t h e i n t e r v a l c l a s s e s t h a t i s c r e a t e d b y b o t h v o i c e s p l a y i n g t h e s a m e 

m e l o d y i n o p p o s i t e d i r e c t i o n s . A s a r e s u l t , t h e f i r s t h a l f o f t h e m e a s u r e c o n t a i n s t h e i n t e r v a l c l a s s 

s e q u e n c e 5 , 5 , 0 , 2 , a n d t h e s e c o n d h a l f o f t h e m e a s u r e c o n t a i n s t h e s a m e i n t e r v a l c l a s s s e q u e n c e 

b u t i n r e v e r s e : 2 , 0 , 5 , 5 . 

T h e l a s t t y p e o f c a n o n w e w i l l d i s c u s s i s t h e m i r r o r c a n o n . M i r r o r C a n o n s u s e b o t h 

r e t r o g r a d e a n d i n v e r s i o n t o c r e a t e a c a n o n t h a t i s p l a y e d u p s i d e d o w n a n d b a c k w a r d s b y t h e 
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s e c o n d p l a y e r . T h e m u s i c f o r m i r r o r c a n o n s c a n b e p l a c e d o n a t a b l e w i t h t h e f i r s t a n d s e c o n d 

p l a y e r s i t t i n g a c r o s s f r o m e a c h o t h e r w h i c h i s w h y t h e y a r e s o m e t i m e s r e f e r r e d t o a s t a b l e 

c a n o n s . 

E x a m p l e 3 . 5 M i r r o r C a n o n : H e r e i s a s h o r t e x a m p l e o f a m i r r o r c a n o n w h e r e e v e r y h a l f b e a t i s 

a s s i g n e d a n u m b e r a c c o r d i n g t o i t s n o t e v a l u e : 

B o t h p l a y e r s c a n r e a d t h e m u s i c u s i n g t h e f i r s t l i n e o n l y . T h e s e c o n d l i n e f o r P l a y e r T w o i s 

s h o w n f o r c l a r i t y . T h e f i r s t v o i c e p l a y s t h e f i r s t l i n e a s w r i t t e n . T h e s e c o n d v o i c e r e a d s t h e 

m u s i c f r o m t h e f i r s t l i n e u p s i d e d o w n a n d b a c k w a r d s w h i c h c a n e a s i l y b e d o n e w h e n b o t h v o i c e s 

s i t a c r o s s t h e t a b l e f r o m e a c h o t h e r . L o o k i n g a t t h e f i r s t l i n e t h e s e c o n d v o i c e w i l l p l a y 

b a c k w a r d s a n d i n v e r t e d . S i n c e w e a r e u s i n g v a l u e s 0 t h r o u g h 1 1 f o r t h e 1 2 d i f f e r e n t t o n e s , w e 

c a n s u b t r a c t e a c h v a l u e f r o m 1 1 t o f i n d i t s i n v e r s i o n . T h e n t h e f i r s t n o t e f o r t h e s e c o n d v o i c e i s 

vertical bar 7 minus 1 1 vertical bar equals 4 . T h e s e c o n d n o t e i s vertical bar 4 minus 1 1 vertical bar equals 7 . S i m i l a r l y w e o b t a i n 9 , 7 , a n d 1 1 

f o r t h e f i n a l n o t e s . T h e f o l l o w i n g t a b l e s u m m a r i z e s t h e t y p e s o f i n t e r v a l s ( i n h a l f - s t e p s ) w e a t t a i n f r o m t h e e x a m p l e . 

P l a y e r 1 P l a y e r 2 i n t e r v a l i n h a l f s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

0 4 4 4 

0 4 4 4 

4 7 3 3 

2 7 5 5 

4 9 5 5 

4 7 3 3 

7 1 1 4 4 

7 1 1 4 4 
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T h e r e a d e r s h o u l d n o w h a v e a g e n e r a l u n d e r s t a n d i n g o f t h e d i f f e r e n t t y p e s o f m u s i c a l c a n o n s b u t 

c e r t a i n l y t h e r e a r e o t h e r t y p e s o f c a n o n s t h a t w e h a v e n o t m e n t i o n e d . I n a d d i t i o n , a n y 

c o m b i n a t i o n o f t h e s e t y p e s o f c a n o n s c a n b e u s e d i n a m u s i c a l c o m p o s i t i o n . 

3.2 Well-Known Canons 

S o m e o t h e r w e l l - k n o w n c a n o n s ( b e s i d e s R o w , R o w , R o w Y o u r B o a t ) i n c l u d e B a c h ' s 

I n v e n t i o n s , P a c h e l b e l ' s C a n o n , a n d B a c h ' s M u s i c a l O f f e r i n g . B a c h ' s I n v e n t i o n s i s a w e l l -

k n o w n w o r k o f p i a n o p i e c e s c o n s i s t i n g o f 1 5 i n d i v i d u a l p i e c e s . T h e t h e m e o f e a c h I n v e n t i o n i s a 

t w o - v o i c e c a n o n a n d e a c h p i e c e i n c l u d e s b o t h t h e t h e m e a n d a d e v e l o p m e n t o f t h e t h e m e w h i c h 

m a y n o l o n g e r b e a c a n o n d e p e n d i n g o n t h e s p e c i f i c p i e c e . P a c h e l b e l ' s C a n o n , o f t e n p l a y e d a t 

w e d d i n g s , c o n s i s t s o f a t h r e e - v o i c e c a n o n . B a c h ' s M u s i c a l O f f e r i n g i s a c o l l e c t i o n o f m u s i c a l 

p i e c e s t h a t i n c l u d e s t e n c a n o n s , w i t h " 2 C a n o n a 2 " b e i n g a n o t a b l e e x a m p l e o f a c r a b c a n o n 

w h i c h w e w i l l l o o k a t i n m o r e d e p t h i n S e c t i o n 3 . 3 . 

3.3 Crab Canons 

T h e t y p e o f c a n o n t h a t i s o f i n t e r e s t f o r o u r r e s e a r c h i s c a l l e d a r e t r o g r a d e o r c r a b c a n o n . 

A c r a b c a n o n c o n s i s t s o f p l a y i n g a m e l o d y f o r w a r d a n d b a c k w a r d a t t h e s a m e t i m e . I n o t h e r 

w o r d s t h e f i r s t p l a y e r s t a r t s a t t h e b e g i n n i n g o f t h e p i e c e a n d p l a y s t o t h e e n d a n d t h e s e c o n d 

p l a y e r s t a r t s a t t h e e n d a n d p l a y s t h e m e l o d y b a c k w a r d s ( f r o m r i g h t t o l e f t ) u n t i l t h e p l a y e r 

r e a c h e s t h e b e g i n n i n g . T h e w e l l - k n o w n , B a c h ' s " 2 C a n o n a 2 " f r o m M u s i c a l O f f e r i n g i s a n 

e x a m p l e o f a c r a b c a n o n . N o t i c e t h a t p l a y e r 2 p l a y s t h e s a m e m e l o d y a s p l a y e r 1 b u t b a c k w a r d s . 

A n a n a l y s i s o f t h e i n t e r v a l s p l a y e d b y t h e t w o v o i c e s w a s d o n e b y f i r s t n u m b e r i n g e a c h t o n e w i t h 

i t s a s s i g n e d v a l u e 0 t h r o u g h 1 1 w h e r e F equals 0 ( s e e T a b l e 3 . 1 ) . T h e f i r s t t w o m e a s u r e s a r e a n a l y z e d 

h e r e a n d f o r t h e f u l l a n a l y s i s s e e A p p e n d i x A . 
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P l a y e r 1 P l a y e r 2 i n t e r v a l i n h a l f s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

9 9 0 0 

9 9 0 0 

9 0 9 3 

9 0 9 3 

0 4 4 4 

0 4 4 4 

0 9 9 3 

0 9 9 3 

4 8 4 4 

4 9 5 5 

4 1 1 7 5 

4 0 4 4 

5 2 3 3 

5 0 5 5 

5 1 1 6 6 

5 9 4 4 

N o t i c e t h a t t h e i n t e r v a l c l a s s o f 1 ( s e e C h a p t e r 1) , w h i c h c o n s i s t s o f a n i n t e r v a l o f 1 ( m i n o r 2 n d ) 

a n d 1 1 ( m a j o r 7 t h ) n e v e r o c c u r s i n t h e c r a b c a n o n s i n c e t h i s i n t e r v a l c l a s s c o n s i s t s o f i n t e r v a l s 

t h a t a r e o n l y a h a l f - s t e p a w a y a n d d i s s o n a n t t o e a c h o t h e r . 

3.4 Crab Canon Isomorphism 

C r a b c a n o n s c o n s i s t o f t w o v o i c e s p l a y i n g s i m u l t a n e o u s l y , w i t h o n e v o i c e p l a y i n g t h e 

m e l o d y a n d t h e s e c o n d v o i c e p l a y i n g t h e m e l o d y b a c k w a r d s ( r e a d i n g t h e m u s i c r i g h t t o l e f t ) . 

T h e t w o v o i c e s p l a y i n g w i l l c r e a t e a s e q u e n c e o f i n t e r v a l s t h a t t h e l i s t e n e r h e a r s t h r o u g h o u t t h e 

w h o l e p i e c e . M a t h e m a t i c a l l y s p e a k i n g w e w i l l s a y t h a t a n y c r a b c a n o n s t h a t h a v e t h e s a m e 
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s e q u e n c e o f i n t e r v a l s p l a y e d a r e e q u i v a l e n t o r i s o m o r p h i c t o e a c h o t h e r . D i s r e g a r d i n g t h e t w o 

v o i c e s h a v i n g d i f f e r e n t t o n a l i t y , p l a y e r 1 p l a y i n g n o t e C a n d p l a y e r 2 p l a y i n g n o t e E w i l l b e t h e 

e q u i v a l e n t t o p l a y e r 1 p l a y i n g n o t e E a n d p l a y e r 2 p l a y i n g n o t e C . H e r e i s m y f o r m a l d e f i n i t i o n 

f o r c r a b c a n o n i s o m o r p h i s m s w h i c h w i l l b e a k e y d e f i n i t i o n f o r t h e a l g o r i t h m s d i s c u s s e d i n 

C h a p t e r 4 : 

D e f i n i t i o n 3 . 1 : L e t A a n d B b e t w o c r a b c a n o n s e q u e n c e s w i t h n n o t e s , w h e r e A equals curly brace a sub 1, a sub 2, . ., a sub n curly brace 

a n d B equals curly brace b sub 1, b sub 2 . . . , b sub n curly brace. T h e n A approximately equal to B i f 

a ) a sub 1 equals b , o r 

b ) a sub i equals b sub n minus parenthesis i minus 1 parenthesis a n d a sub n minus 
parenthesis i minus 1 parenthesis equals b sub i. 

N o t e t h a t t h i s d e f i n i t i o n d o e s n o t t a k e t r a n s p o s i t i o n s o f a c r a b c a n o n s e q u e n c e i n t o a c c o u n t , b u t t h a t i s n o t n e e d e d f o r o n g o i n g a n a l y s i s . 

E x a m p l e 3 . 1 : U s i n g t h e d e f i n i t i o n a b o v e , w e w i l l i l l u s t r a t e t h a t t h e f o l l o w i n g t w o s e q u e n c e s w i t h n equals 6 a r e i s o m o r p h i c . L e t A equals curly 

brace c, d, e, f , g, h curly brace a n d l e t B equals curly brace h, d, f , e, g, c curly brace. 

T o c h e c k w h e t h e r A a n d B a r e i s o m o r p h i c w e n e e d t o c h e c k t h e c r i t e r i a f r o m D e f i n i t i o n 3 . 1 w i t h a l l p o s s i b l e p a i r s o f n o t e s . S i n c e n equals 6, t h e r e a r e 

6 divided by 2 equals 3 p a i r s t o c h e c k . The f i r s t p a i r w e w i l l c h e c k i s t h e 1 s t n o t e a n d t h e 6 minus 1 parenthesis 1 minus 1 parenthesis equals 6 t h n o t e . 

I n A, c equals 1 s t n o t e a n d h equals 6 t h n o t e . T h i s i s e q u i v a l e n t t o t h e 6 t h a n d 1 s t n o t e i n B, w h e r e h equals 1 s t n o t e a n d c equals 6 t h n o t e . T h e 

s e c o n d p a i r w e w i l l c h e c k i s t h e 2 n d n o t e a n d t h e 6 minus parenthesis 2 minus 1 parenthesis equals 5 t h n o t e . I n A , d equals 2 n d n o t e a n d g equals 

5 n o t e . T h i s i s t h e s a m e a s t h e 2 n d a n d 5 t h n o t e i n B, s o t h e y a r e e q u i v a l e n t b e c a u s e t h e n o t e s a r e i d e n t i c a l . T h e t h i r d a n d l a s t p a i r w e w i l l c h e c k i s t h e 

3 r d n o t e a n d t h e 6 minus parenthesis 3 minus 1 parenthesis equals 4 t h n o t e . I n A , e equals 3 r d n o t e a n d f equals 4 t h n o t e . T h i s i s e q u i v a l e n t t o B , 

w h e r e f equals 3 r d n o t e a n d e equals 4 t h n o t e . 

T h e r e f o r e A a n d B a r e i s o m o r p h i c . 
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N o t i c e t h e r e w i l l b e n forward slash 2 p a i r s o f n o t e s t h a t a r e p l a y e d s i m u l t a n e o u s l y i n o n e c r a b c a n o n 

s e q u e n c e . T h e n t o c r e a t e a n i s o m o r p h i s m f o r a n y g i v e n c r a b c a n o n , w e w i l l h a v e t o c h o o s e 

w h e t h e r t o s w i t c h t h e n o t e s f o r a sub i a n d a sub n minus parenthesis i minus 1 parenthesis. T h i s g i v e s u s t w o c h o i c e s , " s w i t c h " o r " d o n ' t 

s w i t c h , " a n d w e w i l l h a v e t o m a k e t h i s c h o i c e n forward slash 2 t i m e s . T h i s m e a n s t h e r e w i l l b e 2 superscript n forward slash 2 p o s s i b l e 

i s o m o r p h i s m s f o r e a c h c r a b c a n o n . T h e r e f o r e i f w e c r e a t e a n e x h a u s t i v e l i s t o f a l l p o s s i b l e c r a b 

c a n o n s , w e w i l l n e e d t o d i v i d e b y 2 superscript n forward slash 2 s o t h a t w e d o n o t o v e r c o u n t . 

E x a m p l e 3 . 2 : L e t A b e a c r a b s e q u e n c e w i t h 6 n o t e s w h e r e A equals curly brace 1 2 3 4 5 6 curly brace. N o t i c e t h a t t h e r e 

a r e 3 p a i r s o f n o t e s t h a t w i l l b e p l a y e d s i m u l t a n e o u s l y . T h e n t h e r e w i l l b e 2 p o s s i b l e 

i s o m o r p h i s m s a n d w e c a n f i n d t h e m a l l b y c o u n t i n g t h e n u m b e r o f w a y s t o " s w i t c h " o r " d o n ' t 

s w i t c h " t h e p o s i t i o n o f t h e n o t e p a i r s t h a t a r e p l a y e d s i m u l t a n e o u s l y . 

L e t 0 b e " d o n ' t s w i t c h " a n d l e t 1 b e " s w i t c h . " A c c o r d i n g l y t h e s e a r e a l l e q u i v a l e n t t o A . 

0 0 0 B equals curly brace 1 2 3 4 5 6 curly brace 

1 0 0 C equals curly brace 6 2 3 4 5 1 curly brace 

0 1 0 D equals curly brace 1 5 3 4 2 6 curly brace 

0 0 1 E equals curly brace 1 2 4 3 5 6 curly brace 

1 1 0 F equals curly brace 6 5 3 4 2 1 curly brace 

0 1 1 G equals curly brace 1 5 4 3 2 6 curly brace 

1 0 1 H equals curly brace 6 2 4 3 5 1 curly brace 

1 1 1 I equals curly brace 6 5 4 3 2 1 curly brace 

I n C h a p t e r 4 , w e w i l l d i s c u s s a l g o r i t h m s t h a t w i l l b e u s e d t o c r e a t e a n d c o u n t t h e n u m b e r 

o f p o s s i b l e w a y s t o h a v e a c r a b s e q u e n c e u n d e r c e r t a i n s p e c i f i c a t i o n s . T h e a l g o r i t h m s w i l l r e l y 

h e a v i l y o n D e f i n i t i o n 3 . 1 o f i s o m o r p h i s m s i n o r d e r t o c o u n t o n l y u n i q u e c r a b s e q u e n c e s . 
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C h a p t e r 4 : C r a b C a n o n A l g o r i t h m s 

I n t h i s c h a p t e r , w e w i l l d i s c u s s t w o s e p a r a t e a l g o r i t h m s t h a t c a n b e u s e d t o c r e a t e c r a b 

c a n o n s . T h e s e a l g o r i t h m s a r e l i m i t e d b y c e r t a i n r e s t r i c t i o n s o n t h e t o n e s a n d r h y t h m s w i t h 

i n s p i r a t i o n f o r t h e s e r e s t r i c t i o n s t a k e f r o m T w e l v e - t o n e T e c h n i q u e ( s e e C h a p t e r 1) . T h r o u g h t h e 

u s e o f Maple, t h e a l g o r i t h m s w i l l p r o v i d e a n e x h a u s t i v e l i s t o f t h e p o s s i b l e 8 - n o t e s e q u e n c e s 

g i v e n t h e s p e c i f i e d c o n d i t i o n s . T h e s e 8 - n o t e s e q u e n c e s c a n t h e n b e u s e d t o c r e a t e a u n i q u e c r a b 

c a n o n p i e c e . 

W h e n c o m p o s i n g a c r a b c a n o n , t h e g o a l i s t o c r e a t e a m e l o d y t h a t c a n b e p l a y e d f o r w a r d s 

a n d b a c k w a r d s s i m u l t a n e o u s l y w i t h o u t a n y d i s s o n a n c e . L e t t h e r h y t h m s p l a y e d b e a l l o f t h e 

s a m e l e n g t h , a q u a r t e r n o t e , a n d l e t t h e n o t e s b e t h e s e v e n t o n e s f r o m a n y m a j o r k e y . F o r o u r 

e x a m p l e s , w e w i l l u s e t h e s e v e n t o n e s u s e d i n C m a j o r : C , D , E , F , G , A , B . 

4.1 Creating the Algorithms 

F o r A l g o r i t h m # 1 w e w i l l l e t t h e c a n o n h a v e a l e n g t h o f 8 n o t e s . L e t t h e f i r s t a n d l a s t 

n o t e s b o t h b e C , a n d l e t t h e o t h e r s i x n o t e s b e c h o s e n f r o m t h e r e m a i n i n g s i x n o t e s , D t h r o u g h B . 

W e w i l l e n u m e r a t e t h e s e t o n e s ( a s w e n u m b e r e d t h e n o t e s u s e d i n C h a p t e r 3 ) a s f o l l o w s : 

T a b l e 4 . 1 

N o t e V a l u e 

C 0 

D 2 

E 4 

F 5 

G 7 

A 9 

B 1 1 
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N o w s i n c e w e w a n t t o c r e a t e a c r a b c a n o n w i t h o u t a n y d i s s o n a n c e , w e w i l l b e r e s t r i c t e d 

t o t h e i n t e r v a l c l a s s e s 0 , 3 , 4 , a n d 5 , s i n c e i n m u s i c , t h e i n t e r v a l c l a s s e s 1, 2 , a n d 6 a r e c o n s i d e r e d 

d i s s o n a n t [ 2 ] . R e m e m b e r t h e s e i n t e r v a l c l a s s e s r e p r e s e n t h a l f s t e p i n t e r v a l s , w h e r e 0 i s t h e 

u n i s o n o r o c t a v e , 3 r e p r e s e n t s t h r e e h a l f s t e p s o r n i n e h a l f s t e p s , 4 r e p r e s e n t s a f o u r h a l f s t e p s o r 

e i g h t h a l f s t e p s , a n d 5 r e p r e s e n t s f i v e h a l f s t e p s o r s e v e n h a l f s t e p s ( s e e C h a p t e r 1, T a b l e 1 . 2 ) . 

S i n c e w e a r e r e s t r i c t i n g t h e p o s s i b l e i n t e r v a l s i n o u r c r a b c a n o n , t h e a l g o r i t h m w e n e e d w i l l 

i n c o r p o r a t e t h e s e s p e c i f i e d i n t e r v a l s . T h u s i f w e e x a m i n e t h e n o t e D equals 2 , w e c a n c h e c k t o s e e 

w h i c h n o t e s a r e a l l o w e d t o b e p l a y e d w i t h D b y c h e c k i n g t h e i n t e r v a l c l a s s . D c a n n o t b e p l a y e d 

w i t h C o r E s i n c e t h e y a r e o n e h a l f s t e p a p a r t . D (equals 2 ) c a n b e p l a y e d w i t h F (equals 5 ) s i n c e t h e y a r e 

i n i n t e r v a l c l a s s 3 ( 5 minus 2 equals 3 ) . N o t e D c a n a l s o b e p l a y e d w i t h G ( i n t e r v a l c l a s s 5 ) , A ( i n t e r v a l 

c l a s s 5 ) , a n d B ( i n t e r v a l c l a s s 3 ) . U s i n g t h e n u m b e r s f r o m T a b l e 4 . 1 t h i s i s t h e s a m e a s s a y i n g 

n o t e 2 c a n b e p l a y e d w i t h n o t e s 5 , 7 , 9 , a n d 1 1 . T h e n w e c a n d e n o t e t h e p o s s i b l e n o t e p a i r i n g s 

w i t h n o t e D a s : 2 right arrow curly brace 5 , 7 , 9 , 1 1 curly brace. 

B a s e d o n t h e s e i n t e r v a l r e s t r i c t i o n s f o r a l l 7 t o n e s , w e h a v e t h e f o l l o w i n g p o s s i b l e n o t e 

p a i r i n g s f o r o u r c r a b c a n o n : 

2 right arrow curly brace 5 , 7 , 9 , 1 1 curly brace 

4 right arrow curly brace 7 , 9 , 1 1 curly brace 

5 right arrow curly brace 2 , 9 curly brace 

7 right arrow curly brace 2 , 4 , 1 1 curly brace 

9 right arrow curly brace 2 , 4 , 5 curly brace 

1 1 right arrow curly brace 2 , 4 , 7 curly brace 

T h e e n u m e r a t i o n a b o v e w a s u s e d s o t h a t t h e r e a d e r c a n t r a n s i t i o n e a s i l y f r o m t h e 

e x a m p l e s u s e d i n C h a p t e r s 1 a n d 3 ; h o w e v e r f o r t h e r e s t o f t h i s c h a p t e r ( a n d f o r b o t h a l g o r i t h m s ) , 
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i t w a s s i m p l e r t o u s e t h e v a l u e s 0 t h r o u g h 6 t o r e p r e s e n t t h e 7 p o s s i b l e t o n e s . P l e a s e n o t e f o r t h e 

r e s t o f t h i s c h a p t e r w e w i l l b e u s i n g t h e f o l l o w i n g e n u m e r a t i o n : 

T a b l e 4 . 2 

N o t e V a l u e 

C 0 

D 1 

E 2 

F 3 

G 4 

A 5 

B 6 

T h e n t h e p o s s i b l e n o t e p a i r i n g s t h a t w i l l b e c h e c k e d i n A l g o r i t h m # 1 c a n b e e a s i l y c o n v e r t e d t o : 

1 right arrow curly brace 3 , 4 , 5 , 6 curly brace 

2 right arrow curly brace 4 , 5 , 6 curly brace 

3 right arrow curly brace 1 , 5 curly brace 

4 right arrow curly brace 1 , 2 , 6 curly brace 

5 right arrow curly brace 1 , 2 , 3 curly brace 

6 right arrow curly brace 1 , 2 , 4 curly brace 

B a s e d o n t h e r e s t r i c t i o n s w e h a v e s e t , t h e c r a b c a n o n w i l l b e a n 8 n o t e s e q u e n c e w i t h t h e f i r s t a n d 

l a s t n o t e b e i n g C (equals 0 ) . L e t t h e 8 n o t e s e q u e n c e b e ( 0 , a, c, e, f , d, b, 0 ) w h e r e 0 r e p r e s e n t s t h e 

n o t e C , a r e p r e s e n t s t h e s e c o n d n o t e p l a y e d , c r e p r e s e n t s t h e t h i r d n o t e p l a y e d , e t c . T h u s w h e n 

t w o v o i c e s p l a y t h i s s e q u e n c e t o g e t h e r a s a c r a b c a n o n w e h a v e t h e f o l l o w i n g r e s u l t : 

P l a y e r 1 0 a c e f d b 0 

P l a y e r 2 0 b d f e c a 0 
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T h e n t h e n o t e s t h a t w i l l b e p l a y e d t o g e t h e r b a s e d o n t h i s s e q u e n c e a r e ( 0 , 0 ) , (a, b), (c, d), a n d (e, 

f ) a n d w e w a n t t h e i n t e r v a l s f r o m t h e s e n o t e s t o b e l o n g t o i n t e r v a l c l a s s e s 0 , 3 , 4 , o r 5 . 

A l g o r i t h m # 1 w i l l b e u s e d t o f i n d t h e p o s s i b l e s e q u e n c e s curly brace a, c, e, f , d, b curly brace b a s e d o n t h e s e i n t e r v a l 

r e s t r i c t i o n s . R e m e m b e r t h a t t h e a l g o r i t h m a l s o n e e d s t o a c c o u n t f o r i s o m o r p h i s m s . A s d e f i n e d i n 

C h a p t e r 3 , l e t A a n d B b e t w o c r a b c a n o n s e q u e n c e s w i t h n n o t e s , w h e r e A equals curly brace a sub 1, a sub 2 , . . , a sub n curly brace a n d 

B equals curly brace b sub 1, b sub 2 , . . . , b sub n curly brace. T h e n A approximately equal to B i f 

a ) a sub i equals b sub 1, o r 

b ) a sub i equals b sub n minus n parenthesis i minus1 parenthesis a n d a sub n minus parenthesis 

i minus 1 parenthesis equals b sub i. 

A s d i s c u s s e d i n C h a p t e r 3 , t h e s e q u e n c e curly brace a , c, e, f , d, b curly brace is e q u i v a l e n t t o a l l o f t h e s e s e q u e n c e s : 

curly brace b, c, e, f , d, a curly brace, curly brace a , d, e, f , c, b curly brace, curly brace a , c, f , e, d, b curly brace, curly brace b, d, e, f , c, a curly brace, 

curly brace b, c, f , e, d, a curly brace, curly brace a , d, f , e, c, b curly brace, a n d curly brace b, d, f , e, c, a curly brace. 

H e r e i s a n o u t l i n e o f A l g o r i t h m # 1 . T h e f o r m a l a l g o r i t h m a s w r i t t e n u s i n g M a p l e i s i n A p p e n d i x B . 

4.2 Outline of Algorithm #1 

W e n e e d t o f i n d a l l t h e p o s s i b l e w a y s t o u s e 1 t h r o u g h 6 i n p o s i t i o n s " a to f ' s o t h a t e a c h n u m b e r i s 

o n l y u s e d o n c e . R e m e m b e r a r e p r e s e n t s t h e s e c o n d n o t e p l a y e d , b r e p r e s e n t s t h e s e v e n t h n o t e , c 

r e p r e s e n t s t h e t h i r d n o t e , e t c . 

S t e p 1: F i r s t c h o o s e a f r o m curly brace 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 curly brace. 

S t e p 2 : I f a equals 1, c h o o s e b f r o m curly brace 3 , 4 , 5 , 6 curly brace. 

I f a equals 2 , c h o o s e b f r o m curly brace 4 , 5 , 6 curly brace. 

I f a equals 3 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 5 curly brace. 

I f a equals 4 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 2 , 6 curly brace. 

I f a equals 5 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 2 , 3 curly brace. 
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I f a equals 6 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 2 , 4 curly brace. 

S t e p 3 : N e x t c h o o s e c f r o m curly brace 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 curly brace b u t c h e c k t o m a k e s u r e t h a t c not equal to a , c not equal to b. 

S t e p 4 : I f c equals 1, c h o o s e d equals 3 . I f 3 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 4 . I f 4 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 5 . 

I f 5 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 6 . 

I f c equals 2 , c h o o s e d equals 4 . I f 4 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 5 . I f 5 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 6 . 

I f c equals 3 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 5 . 

I f c equals 4 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 2 . I f 2 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 6 . 

I f c equals 5 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 2 . I f 2 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 3 . 

I f c equals 6 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 2 . I f 2 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 4 . 

S t e p 5 : N e x t c h o o s e e f r o m 1 t o 6 , b u t e c a n n o t e q u a l a, b, c, o r d. 

S t e p 6 : F i n a l l y l e t f b e f r o m 1 t o 6 , w h a t e v e r v a l u e h a s n ' t b e e n u s e d y e t . 

S t e p 7 : C h e c k t h a t ( e , f ) i s a p o s s i b l e n o t e p a i r i n g . 

R e p e a t s t e p s u n t i l a l l p o s s i b l e c h o i c e s a r e u s e d . I f d u r i n g S t e p s 2 , 4 , o r 7 t h e r e s u l t i s n o t a 

p o s s i b l e n o t e p a i r i n g , t h e n t h r o w i t o u t a n d r e t u r n t o S t e p 1. 

4.3 Results of Algorithm #1 

T h e a l g o r i t h m g a v e a t o t a l o f 1 4 4 d i f f e r e n t s e q u e n c e s . F o r t h e f u l l l i s t s e e A p p e n d i x B . 

W e k n o w t h a t t h e r e a r e 4 p a i r s o f n o t e s t h a t w i l l b e p l a y e d s i m u l t a n e o u s l y i n o u r c r a b c a n o n 

s e q u e n c e ; h o w e v e r t h e f i r s t p a i r i s p l a y e d i n u n i s o n ( s i n c e t h e f i r s t a n d l a s t n o t e s a r e b o t h C ) . 

T h e n w h e n c o u n t i n g t h e i s o m o r p h i s m s , t h e r e a r e r e a l l y o n l y 3 p a i r s o f n o t e s t h a t w e w i l l n e e d t o 

a c c o u n t f o r . R e m e m b e r f r o m C h a p t e r 3 w e c a n c o u n t a l l o f t h e i s o m o r p h i s m s b y c o u n t i n g t h e 

n u m b e r o f w a y s t o " s w i t c h " o r " d o n ' t s w i t c h " t h e p o s i t i o n o f t h e n o t e p a i r s t h a t a r e p l a y e d 

s i m u l t a n e o u s l y ( s e e S e c t i o n 3 . 4 ) . T h e r e f o r e t h e r e a r e 2 p o s s i b l e i s o m o r p h i s m s f o r e a c h c r a b 

c a n o n s e q u e n c e . S i n c e t h e M a p l e o u t p u t g a v e u s 1 4 4 d i f f e r e n t s e q u e n c e s , t h e r e a r e p r e c i s e l y 

1 4 4 divided by 8 equals 1 8 u n i q u e c r a b c a n o n s e q u e n c e s b a s e d o n A l g o r i t h m # 1 . 



4 5 

T h e 1 8 u n i q u e c r a b c a n o n s e q u e n c e s a r e l i s t e d f r o m t h e M a p l e o u t p u t i n t h e f o r m curly brace a , b, c, 

d, e, f curly brace a r e curly brace 1, 3 , 2 , 5 , 4 , 6 curly brace, curly brace 1, 3 , 4 , 6 , 2 , 5 curly brace, curly brace 1, 4 , 2 , 6 , 3 , 5 curly brace, curly brace 1, 

4 , 3 , 5 , 2 , 6 curly brace, curly brace 1, 6 , 2 , 4 , 3 , 5 curly brace, curly brace 1, 6 , 3 , 5 , 2 , 4 curly brace, curly brace 2 , 4 , 1, 6 , 3 , 5 curly brace, curly brace 

2 , 4 , 3 , 5 , 1, 6 curly brace, curly brace 2 , 5 , 1, 3 , 4 , 6 curly brace, curly brace 2 , 5 , 4 , 6 , 1, 3 curly brace, curly brace 2 , 6 , 1, 4 , 3 , 5 curly brace, curly 

brace 2 , 6 , 3 , 5 , 1, 4 curly brace, curly brace 3 , 5 , 1, 4 , 2 , 6 curly brace, curly brace 3 , 5 , 1, 6 , 2 , 4 curly brace, curly brace 3 , 5 , 2 , 4 , 1, 6 curly brace, 

curly brace 3 , 5 , 2 , 6 , 1, 4 curly brace, curly brace 4 , 6 , 1, 3 , 2 , 5 curly brace, curly brace 4 , 6 , 2 , 5 , 1, 3 curly brace. S i n c e t h e s e a r e a l l i n t h e f o r m 

curly brace a , b, c, d, e, f curly brace, w e w i l l d e m o n s t r a t e i n E x a m p l e 4 . 1 h o w t o c o n v e r t t h e o u t p u t i n t o a n a c t u a l c r a b c a n o n s e q u e n c e . 

E x a m p l e 4 . 1 : G i v e n curly brace 1, 3 , 2 , 5 , 4 , 6 curly brace i n t h e f o r m curly brace a , b, c, d, e, f curly brace, w e k n o w t h a t a i s t h e s e c o n d 

n o t e p l a y e d , b i s t h e s e v e n t h n o t e p l a y e d , e t c . T h e n t h e o r d e r t h a t t h e s e v a l u e s w i l l b e p l a y e d i s a c t u a l l y curly brace 1, 2 , 4 , 6 , 5 , 3 curly brace. A d d i n g 

o n t h e f i r s t a n d l a s t n o t e w e g e t t h e s e q u e n c e curly brace 0 , 1, 2 , 4 , 6 , 5 , 3 , 0 curly brace w h i c h c o n v e r t e d t o n o t e s i s curly brace C , D , E , G , B , A , F , C 

curly brace. T a b l e 4 . 3 s h o w s h o w t h e M a p l e o u t p u t c o n v e r t e d i n t o s e q u e n t i a l o r d e r c a n b e u s e d t o d e t e r m i n e t h e n o t e s p l a y e d b y P l a y e r 1 a n d 

P l a y e r 2 . 

T a b l e 4 . 3 

P l a y e r 1 ( o u t p u t f o r w a r d ) 0 1 2 4 6 5 3 0 

P l a y e r 1 ( c o n v e r t e d t o n o t e s ) 

P l a y e r 2 ( o u t p u t b a c k w a r d ) 

C 

0 

D 

3 

E 

5 

G 

6 

B 

4 

A 

2 

F 

1 

C 

0 

P l a y e r 2 ( c o n v e r t e d t o n o t e s ) C F A B G E D C 

I n t e r v a l C l a s s 0 2 3 2 2 3 2 0 

A n a l y z i n g t h e h a l f s t e p i n t e r v a l s p l a y e d w e s e e t h a t o n l y t h e i n t e r v a l c l a s s e s 0 , 2 , a n d 3 

a r e b e i n g p l a y e d i n t h i s c r a b c a n o n s e q u e n c e ( S e e T a b l e 4 . 3 a b o v e ) . R e m e m b e r w e r e s t r i c t e d t h e 

u s e o f i n t e r v a l c l a s s e s i n A l g o r i t h m # 1 t o 0 , 2 , 3 , a n d 5 . 

W i t h t w o v o i c e s f o r t h e c r a b c a n o n , t h e r e s u l t i s t h e f o l l o w i n g l i n e o f m u s i c : 
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O b s e r v e t h i s o n l y c r e a t e s a c r a b c a n o n t h a t i s e i g h t n o t e s l o n g . A l o n g e r c r a b c a n o n s e q u e n c e 

c a n e a s i l y b e c r e a t e d b y t a k i n g s e v e r a l e i g h t n o t e s e q u e n c e s a n d s t r i n g i n g t h e m t o g e t h e r . 

4.4 Creating Algorithm #2 

T h e o u t p u t f r o m A l g o r i t h m # 1 g i v e s u s p o s s i b l e n o t e s e q u e n c e s f o r a c r a b c a n o n w i t h o u t 

d i s s o n a n c e . Y e t u p o n l i s t e n i n g w e f i n d t h a t t h e f i r s t a n d l a s t n o t e b e i n g t h e s a m e ( C ) d o e s n o t 

c r e a t e a v e r y i n t e r e s t i n g m e l o d y . S i n c e t h e f i r s t a n d l a s t n o t e a r e b o t h C , t h e t w o v o i c e s a r e 

p l a y i n g u n i s o n ( i n t e r v a l c l a s s equals 0 ) f o r b o t h t h e f i r s t a n d l a s t n o t e o f t h e c r a b c a n o n s e q u e n c e . W e 

w o u l d l i k e t h e f i r s t a n d l a s t n o t e o f t h e c r a b c a n o n s e q u e n c e t o b e h a r m o n i o u s s o t h i s l e a d s t o a 

n e w i d e a u s e d f o r A l g o r i t h m # 2 . W e w i l l s e t t h e r h y t h m s p l a y e d t o b e a l l o f t h e s a m e l e n g t h , a 

q u a r t e r n o t e , a n d l e t t h e n o t e s b e t h e s e v e n t o n e s f r o m a n y m a j o r k e y ; h o w e v e r n o w w e w i l l s e t 

t h e f i r s t a n d l a s t n o t e t o b e C a n d E w h i c h c r e a t e s a m a j o r third ( i n t e r v a l c l a s s equals 3 ) . N o t e t h a t 

b a s e d o n o u r i s o m o r p h i s m d e f i n i t i o n i t d o e s n o t m a t t e r w h e r e t h e C a n d E a r e p l a c e d , i . e . curly brace C , a, 

c, e, f , d, b, E curly brace i s e q u i v a l e n t t o curly brace E , a, c, e, f , d, b, C curly brace. F o r t h e r e m a i n i n g s i x n o t e s w e w i l l c h o o s e 

f r o m a l l p o s s i b l e v a l u e s 0 t h r o u g h 6 ( C t h r o u g h B ) w h i c h m e a n s t h a t C o r E ( o r b o t h ) m a y b e 

u s e d t w i c e i n t h e e n t i r e e i g h t n o t e s e q u e n c e . I n o r d e r t o e l i m i n a t e d i s s o n a n c e , w e w i l l s t i l l 

r e s t r i c t t h e i n t e r v a l c l a s s e s t o 0 , 3 , 4 , a n d 5 ; h o w e v e r t h e r e s t r i c t i o n s f o r A l g o r i t h m # 2 w i l l n o t 

a l l o w f o r a n y u n i s o n s o i n t e r v a l c l a s s 0 n o l o n g e r n e e d s t o b e c o n s i d e r e d . 

W e w i l l u s e T a b l e 4 . 4 f o r t h e e n u m e r a t i o n o f t h e 7 n o t e s r e f e r e n c e d i n A l g o r i t h m # 2 . 
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T a b l e 4 . 4 

N o t e V a l u e 

C 1 

D 2 

E 3 

F 4 

G 5 

A 6 

B 7 

B a s e d o n t h e i n t e r v a l c l a s s r e s t r i c t i o n s s e t f o r A l g o r i t h m # 2 , w e g e t t h e f o l l o w i n g p o s s i b l e n o t e 

p a i r i n g s : 

1 right arrow curly brace 3 , 4 , 5 , 6 curly brace 

2 right arrow curly brace 4 , 5 , 6 , 7 curly brace 

3 right arrow curly brace 1 , 5 , 7 curly brace 

4 right arrow curly brace 1 , 2 , 6 , 7 curly brace 

5 right arrow curly brace 1 , 2 , 3 , 7 curly brace 

6 right arrow curly brace 1 , 2 , 4 curly brace 

7 right arrow curly brace 2 , 3 , 4 , 5 curly brace 

B a s e d o n t h e r e s t r i c t i o n s w e h a v e s e t , t h e c r a b c a n o n w i l l b e a n 8 - n o t e s e q u e n c e w i t h t h e 

f i r s t a n d l a s t n o t e b e i n g C parenthesis equals 0 parenthesis a n d E parenthesis equals 2 parenthesis. L e t t h e 8 - n o t e s e q u e n c e b e curly brace 0 , a, c, e, f , d, 

b, 2 curly brace w h e r e 0 r e p r e s e n t s t h e n o t e C , 2 r e p r e s e n t s t h e n o t e E , a r e p r e s e n t s t h e s e c o n d n o t e p l a y e d , c r e p r e s e n t s t h e t h i r d n o t e p l a y e d , e t c . T h e n 

t h e i n t e r v a l s t h a t w i l l b e p l a y e d b a s e d o n t h i s s e q u e n c e a r e parenthesis 0 , 2 parenthesis, parenthesis a, b parenthesis, parenthesis c, d parenthesis, a n d 

parenthesis e, f parenthesis a n d w e w a n t t h e s e i n t e r v a l s t o b e l o n g t o i n t e r v a l c l a s s e s 3 , 4 , o r 5 . B a s e d o n D e f i n i t i o n 3 . 1 , t h e s e q u e n c e curly brace a , c, 

e, f , d, b curly brace i s e q u i v a l e n t t o a l l o f t h e s e s e q u e n c e s : curly brace b, c, e, f , d, a curly brace, curly brace a , d, e, f , c, b curly brace, curly brace 

a , c, f , e, d, b curly brace, curly brace b, d, e, f , c, a curly brace, curly brace b, c, f , e, d, a curly brace, curly brace a, d, f , e, c, b curly brace, 

a n d curly brace b, d, f , e, c, a curly brace. 
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U p o n w r i t i n g A l g o r i t h m # 2 , w e n o t i c e d t h a t w e c a n e l i m i n a t e i s o m o r p h i s m s f r o m t h e 

M a p l e o u t p u t b y t a k i n g a c l o s e r l o o k a t h o w w e a r e c h o o s i n g t h e i n t e r v a l s (a, b), (c, d), a n d (e, f ) 

i n t h e a l g o r i t h m . S i n c e a a n d b a r e p l a y e d t o g e t h e r w e k n o w t h a t ( 1 , 3 ) i s e q u i v a l e n t t o ( 3 , 1) . 

S i m i l a r l y , w e k n o w t h a t ( 1 , 4 ) i s e q u i v a l e n t t o ( 4 , 1) , ( 1 , 5 ) i s e q u i v a l e n t t o ( 5 , 1) , a n d s o o n . 

T h e n w e c a n e l i m i n a t e t h e i s o m o r p h i s m ( 3 , 1 ) ( a s w e l l a s ( 4 , 1 ) , ( 5 , 1 ) , e t c . ) f r o m o u r o u t p u t b y 

n o t a l l o w i n g i t t o b e c h o s e n i n t h e a l g o r i t h m i t s e l f . W e c a n l e t a less than b a n d c less than d i n o r d e r t o 

e l i m i n a t e ( 3 , 1 ) a s a p o s s i b l e o u t p u t i n t h e a l g o r i t h m . A s a r e s u l t , w h e n w e a r e c h o o s i n g a a n d 

c h o o s i n g c, w e k n o w t h a t a w i l l a l w a y s b e s m a l l e r t h a n b a n d c w i l l a l w a y s b e s m a l l e r t h a n d. 

B y m a k i n g a d j u s t m e n t s t o w h a t w e h a v e f o r n o t e p a i r i n g s a b o v e , w e n o w o n l y h a v e t h e 

f o l l o w i n g p o s s i b l e n o t e p a i r i n g s f o r A l g o r i t h m # 2 : 

1 right arrow curly brace 3 , 4 , 5 , 6 curly brace 

2 right arrow curly brace 4 , 5 , 6 , 7 curly brace 

3 right arrow curly brace 5 , 7 curly brace 

4 right arrow curly brace 6 , 7 curly brace 

5 right arrow curly brace 7 curly brace 

N o t i c e t h a t s i n c e a l l t h e p o s s i b l e n o t e p a i r i n g s f o r b o t h 6 a n d 7 p r e v i o u s l y o n l y i n c l u d e d v a l u e s 

l e s s t h a n t h e n u m b e r i t s e l f , b o t h 6 a n d 7 a r e e l i m i n a t e d a s p o s s i b l e v a l u e s f o r a a n d c. 

A c c o u n t i n g f o r t h e i s o m o r p h i s m s w h e n c h o o s i n g t h e l a s t t w o n o t e s , e a n d f , w i l l b e d e a l t w i t h i n 

t h e a l g o r i t h m i t s e l f ( s e e S e c t i o n 4 . 5 ) . 

H e r e i s a n o u t l i n e o f A l g o r i t h m # 2 . T h e f o r m a l a l g o r i t h m a s w r i t t e n u s i n g M a p l e i s i n A p p e n d i x C . 

4.5 Outline of Algorithm #2 

L e t t h e f i r s t a n d l a s t n o t e e q u a l 1 a n d 3 ( t o n i c a n d m a j o r t h i r d ) . W e n e e d t o f i n d a l l t h e 

p o s s i b l e w a y s t o u s e 1 t h r o u g h 7 i n p o s i t i o n s " a to f" s o t h a t e a c h n u m b e r i s o n l y u s e d o n c e . " a " 
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r e p r e s e n t s t h e s e c o n d n o t e p l a y e d , " b " r e p r e s e n t s t h e s e v e n t h n o t e , " c " r e p r e s e n t s t h e t h i r d n o t e , 

e t c . 

W e n e e d t o f i n d a l l t h e p o s s i b l e w a y s t o u s e 1 t h r o u g h 6 i n p o s i t i o n s " a to f " s o t h a t e a c h 

n u m b e r i s o n l y u s e d o n c e . R e m e m b e r a r e p r e s e n t s t h e s e c o n d n o t e p l a y e d , b r e p r e s e n t s t h e 

s e v e n t h n o t e , c r e p r e s e n t s t h e t h i r d n o t e , e t c . 

S t e p 1: F i r s t c h o o s e a f r o m ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) . 

S t e p 2 : I f a equals 1, c h o o s e b f r o m curly brace 3 , 4 , 5 , 6 curly brace. 

I f a equals 2 , c h o o s e b f r o m curly brace 4 , 5 , 6 , 7 curly brace. 

I f a equals 3 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 5 , 7 curly brace. 

I f a equals 4 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 2 , 6 , 7 curly brace. 

I f a equals 5 , c h o o s e b f r o m curly brace 1 , 2 , 3 , 7 curly brace. 

S t e p 3 : N e x t c h o o s e c f r o m curly brace 1 , 2 , 3 , 4 , 5 curly brace b u t c h e c k t o m a k e s u r e t h a t c not equal to a , c not equal to b. 

S t e p 4 : I f c equals 1, c h o o s e d equals 3 . I f 3 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 4 . I f 4 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 5 . 

I f 5 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 6 . 

I f c equals 2 , c h o o s e d equals 4 . I f 4 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 5 . I f 5 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 6 . 

I f 6 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 7 . 

I f c equals 3 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 5 . I f 5 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 7 . 

I f c equals 4 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 2 . I f 2 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 6 . 

I f 6 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 7 . 

I f c equals 5 , c h o o s e d equals 1. I f 1 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 2 . I f 2 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 3 . 

I f 3 h a s b e e n u s e d , c h o o s e d equals 7 . 

S t e p 5 : T h e r e a r e t h r e e u n u s e d v a l u e s l e f t . L e t e less than f less than g a n d e , f , a n d g c a n n o t e q u a l a, b, c, o r 

d. 

S t e p 6 : C h e c k t h e v a l u e s o f e, f , a n d g t o f i n d t h e l a s t p a i r o f n o t e s . 

S t e p 6 a ) 

I f e i s f r o m curly brace 1 , 2 , 3 , 4 , 5 curly brace a n d f minus e equals 2 , t h e n c h o o s e e a n d f . 
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I f e i s f r o m curly brace 1, 2 , 4 curly brace a n d f minus e equals 3 , t h e n c h o o s e e a n d f . 

I f e i s f r o m curly brace 1, 2 , 3 curly brace a n d f minus e equals 4 , t h e n c h o o s e e a n d f . 

I f e i s f r o m curly brace 1, 2 curly brace a n d f minus e equals 5 , t h e n c h o o s e e a n d f . 

S t e p 6 b ) R e p e a t S t e p 6 a ) r e p l a c i n g f w i t h g. 

S t e p 6 c ) R e p e a t S t e p 6 a ) r e p l a c i n g e w i t h f a n d r e p l a c i n g f w i t h g . 

R e p e a t s t e p s u n t i l a l l p o s s i b l e c h o i c e s a r e u s e d . I f d u r i n g S t e p s 2 , 4 , o r 6 t h e r e s u l t i s n o t a 

p o s s i b l e n o t e p a i r i n g , t h e n t h r o w i t o u t a n d r e t u r n t o S t e p 1. 

4.6 Results of Algorithm #2 

T h e a l g o r i t h m g a v e a t o t a l o f 1 6 2 d i f f e r e n t s e q u e n c e s . F o r t h e f u l l l i s t s e e A p p e n d i x C . 

W e c r e a t e d t h e a l g o r i t h m i n s u c h a w a y t h a t a l l s e q u e n c e s g i v e n i n t h e o u t p u t a r e u n i q u e s o w e 

d o n o t n e e d t o a c c o u n t f o r i s o m o r p h i s m s a s w e d i d f o r A l g o r i t h m # 1 . W e c a n u s e t h e o u t p u t 

f r o m A l g o r i t h m # 2 t o c r e a t e a n a c t u a l c r a b c a n o n s e q u e n c e t h a t c a n b e p l a y e d u s i n g t w o v o i c e s 

t h e s a m e w a y a s o u t l i n e d i n E x a m p l e 4 . 1 . 

A f t e r e x a m i n i n g t h e o u t p u t f o r A l g o r i t h m # 2 , t h e n u m b e r s o f t i m e s e a c h n o t e p a i r i n g 

a p p e a r s w a s a n a l y z e d . 

A l g o r i t h m M a t r i x 

N o t e c a n b e p l a y e d w i t h number o f p o s s i b l e 

C E , F , G , A 4 

D F , G , A , B 4 

E G , A , B , C 4 

F D , A , C , 3 

G D , E , B , C 4 

A D , E , F , C 4 

B D , E , G 3 
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S i n g l e N o t e s i n 6 s t r i n g 

N o t e a p p e a r s number d o e s n ' t a p p e a r number 

C 1 4 4 1 8 

D 1 4 4 1 8 

E 1 4 4 1 8 

F 1 3 2 3 0 

G 1 3 8 2 4 

A 1 3 8 2 4 

B 1 3 2 2 4 

n o t e s c o m p a r e d t o C i n 6 n o t e s t r i n g 

N o t e C o r n o t e b o t h C a n d n o t e 

D 3 6 1 2 6 

E 3 6 1 2 6 

F 4 8 1 1 4 

G 4 2 1 2 0 

A 4 2 1 2 0 

B 4 8 1 1 4 

S e e A p p e n d i x D f o r t h e f u l l a n a l y s i s . T h e a n a l y s i s s h o w s s o m e s o r t o f p a t t e r n o r s y m m e t r y 

w h i c h s e e m s t o s u g g e s t t h a t t h e r e m a y b e a w a y t o e x p l a i n o r p r e d i c t t h e n o t e p a i r i n g s f o u n d i n 

t h e a l g o r i t h m . A t t h i s p o i n t n o e x p l a n a t i o n o r p r e d i c t i n g f a c t o r h a s b e e n f o u n d . 
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C h a p t e r 5 : F u r t h e r R e s e a r c h 

T h r o u g h o u t t h i s t h e s i s w e h a v e d i s c u s s e d t h e c o u n t i n g o f c e r t a i n m e l o d i c a n d r h y t h m i c 

s e q u e n c e s ( C h a p t e r 1) , t h e c o u n t i n g o f a s y m m e t r i c a l r h y t h m s ( C h a p t e r 2 ) , t h e a n a l y s i s o f c r a b 

c a n o n s u s i n g i n t e r v a l c l a s s ( C h a p t e r 3 ) , a n d w e h a v e w r i t t e n t w o a l g o r i t h m s t h a t c a n b e u s e d t o 

c r e a t e c r a b c a n o n s w i t h o u t d i s s o n a n c e ( C h a p t e r 4 ) . F u r t h e r r e s e a r c h e x i s t s a n d c a n b e e x p a n d e d 

i n a l l o f t h e s e a r e a s . 

B a s e d o n R o t h s t e i n [ 1 0 ] a n d H o o k ' s [ 6 ] w o r k , f u r t h e r r e s e a r c h c a n b e c o n d u c t e d o n t h e 

c o n n e c t i o n s b e t w e e n m a t h a n d m u s i c , f r o m t h e p h i l o s o p h i c a l i m p l i c a t i o n s o f m a t h e m a t i c s a n d 

m u s i c b o t h b e i n g a r t f o r m s t o t h e c o m b i n a t o r i c s p e r s p e c t i v e o f c o u n t i n g t h e n u m b e r o f p o s s i b l e 

w a y s t o c r e a t e a m u s i c a l c o m p o s i t i o n s a t i s f y i n g c e r t a i n c o n s t r a i n t s . H o o k ' s a r t i c l e [ 6 ] g o e s i n t o 

e x t e n s i v e d e t a i l o n c o u n t i n g t e t r a c h o r d s , a p i t c h c l a s s s e t c o n t a i n i n g e x a c t l y f o u r n o t e s . A r e 

t h e r e o t h e r i n t e r e s t i n g p i t c h c l a s s s e t r e l a t i o n s h i p s o r c a n p i t c h c l a s s s e t b e c o m b i n e d w i t h 

a n o t h e r m u s i c a l r e l a t i o n s h i p t o c o u n t a n o t h e r s e t o f d i s c r e t e p o s s i b i l i t i e s ? 

T h e w o r k d o n e b y H a l l a n d K l i n g s b e r g [ 4 , 5 ] o n a s y m m e t r i c a l r h y t h m s ( s e e C h a p t e r 2 ) 

s u g g e s t s m a n y r e l a t e d q u e s t i o n s o n r h y t h m s a n d c a n o n s t h a t c o u l d b e i n v e s t i g a t e d f u r t h e r . S o m e 

t o p i c s t h a t c a n b e r e s e a r c h e d i n c l u d e p r o d u c i n g a t i l i n g c a n o n o f m a x i m a l c a t e g o r y , e x p l o r i n g 

t i l i n g c a n o n s w i t h o u t e r r h y t h m s t h a t a r e n o t e q u a l l y s p a c e d , r h y t h m i c c a n o n s i n v o l v i n g 

a u g m e n t a t i o n ( w h e r e v o i c e s h a v e r h y t h m s i n d i f f e r e n t m e t e r s ) , m o d i f y i n g t i l i n g c a n o n s i n w h i c h 

t h e r h y t h m p a t t e r n s a r e i n v e r s i o n s o f e a c h o t h e r , a n d f i n d i n g a f o r m u l a f o r t h e n u m b e r o f 

r h y t h m s w i t h t h e o d d i t y p r o p e r t y . 

V u z a [ 1 1 ] a n a l y z e s t i l i n g c a n o n s o f m a x i m a l c a t e g o r y . W e s a w i n C h a p t e r 2 t h a t a t i l i n g 

c a n o n i s a c a n o n w i t h t h e r e s t r i c t i o n t h a t w h e n a l l v o i c e s a r e p l a y e d , t h e r e s u l t a n t r h y t h m h a s 
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e x a c t l y o n e n o t e o n s e t p e r u n i t b e a t . O n e w i t h m a x i m a l c a t e g o r y r e q u i r e s t h a t b o t h t h e i n n e r a n d 

o u t e r r h y t h m s a r e p r i m i t i v e w h i c h m e a n s t h a t r h y t h m s d o n o t a p p e a r i n w i t h a s m a l l e r p e r i o d ( i . e . 

n o p a t t e r r e p e a t s w i t h i n t h e p e r i o d ) . V u z a s h o w s t h a t n o n o n t r i v i a l t i l i n g c a n o n s o f m a x i m a l 

c a t e g o r y e x i s t f o r p e r i o d s l e s s t h a n 7 2 , b u t t h e r e i s n o k n o w n f o r m u l a f o r t h e n u m b e r o f t i l i n g 

c a n o n s o f m a x i m a l c a t e g o r y . I s t h e r e a w a y t o c o u n t t i l i n g c a n o n s o f m a x i m a l c a t e g o r y g i v e n t h e 

l e n g t h o f t h e p e r i o d ? 

W e s a w i n C h a p t e r 2 t h e w o r k f r o m H a l l a n d K l i n g s b e r g p r o v i d e s a g e n e r a l f o r m u l a t h a t 

c o u n t s t h e n u m b e r o f t i l i n g c a n o n s o f l v o i c e s , o f f s e t b y m u l t i p l e s o f n n o t e s f o r a n y I n - p e r i o d i c 

r h y t h m w i t h n n o t e o n s e t s . T h e i r w o r k i s r e s t r i c t e d t o t i l i n g c a n o n s o f f s e t b y a m u l t i p l e o f n 

n o t e s . I n [ 7 ] , M e y e r o w i t z s h o w s t h a t a n y r h y t h m w i t h t h r e e n o t e o n s e t s a n d t h e r h y t h m ' s 

i n v e r s i o n ( p l a y i n g t h e r h y t h m b a c k w a r d s ) w i l l a l w a y s p r o d u c e a t i l i n g c a n o n . F o r e x a m p l e , 

1 1 0 0 1 0 a n d 0 0 1 1 0 1 0 w i l l p r o d u c e a t i l i n g c a n o n w h e n p l a y e d t o g e t h e r . W h a t o t h e r v a l u e s o f n 

w i l l p r o d u c e t i l i n g c a n o n s ? I s t h e r e a g e n e r a l f o r m u l a ? 

O t h e r w o r k c o n c e r n s t h e o d d i t y p r o p e r t y . A r h y t h m h a s t h e r h y t h m i c o d d i t y p r o p e r t y i f i t 

d o e s n o t c o n t a i n t w o o n s e t s t h a t p a r t i t i o n t h e c y c l e i n t o t w o h a l f - c y c l e s . I n o t h e r w o r d s , t h e r e 

a r e n o t w o n o t e o n s e t s t h a t s p l i t t h e r h y t h m c y c l e i n h a l f . C h e m i l l i e r [ 2 , 3 ] a n d T r u c h e t [ 3 ] h a v e 

d e v e l o p e d a n a l g o r i t h m t h a t g i v e s a l l t h e r h y t h m s f o r m e d f r o m 2 - o r 3 - u n i t n o t e s h a v i n g t h i s 

p r o p e r t y . I s t h e r e a g e n e r a l f o r m u l a f o r f i n d i n g r h y t h m s w i t h t h e o d d i t y p r o p e r t y ? 

I n C h a p t e r 3 o f t h i s t h e s i s , w e a n a l y z e d t h e i n t e r v a l c l a s s e s u s e d i n B a c h ' s " 2 C a n o n a 2 " 

f r o m M u s i c a l O f f e r i n g . T h i s p i e c e c a n b e a n a l y z e d f u r t h e r b a s e d o n i t s r h y t h m s a n d p e r h a p s 

o t h e r c o m p o n e n t s . A l s o , o t h e r c a n o n c o m p o s i t i o n s c a n b e a n a l y z e d a n d t h e n a t e c h n i q u e f r o m 

D a v i d C o p e ' s w o r k ( s e e [ 1 ] ) c a n b e m o d i f i e d t o c r e a t e a c o m p u t e r a l g o r i t h m p r o g r a m t h a t c o u l d 

c o m p o s e c a n o n s s i m i l a r t o t h e m u s i c a l c o m p o s i t i o n s t h a t h a v e b e e n a n a l y z e d . A l e s s a m b i t i o u s 
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a p p r o a c h w o u l d b e t o s i m p l y m o d i f y t h e a l g o r i t h m s g i v e n i n C h a p t e r 4 i n s o m e w a y t o c r e a t e a 

m o r e m u s i c a l l y w e l l - r o u n d e d p i e c e . S u g g e s t i o n s w o u l d i n c l u d e m o d i f y i n g t h e a l g o r i t h m t o 

a l l o w f o r d i f f e r i n g r h y t h m p a t t e r n s a n d s o m e d i s s o n a n c e t h a t h a s r e s o l u t i o n w i t h i t . 
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A p p e n d i x A 

B a c h ' s C r a b C a n o n Ana lys i s w h e r e F equals 0 

P l aye r 1 P l aye r 2 i n t e r v a l in half s t e p s i n t e r v a l c l a s s 

9 9 0 0 

9 9 0 0 

9 0 9 3 

9 0 9 3 

0 4 4 4 

0 4 4 4 

0 9 9 3 

0 9 9 3 

4 8 4 4 

4 9 5 5 

4 1 1 7 5 

4 0 4 4 

5 2 3 3 

5 0 5 5 

5 1 1 6 6 

5 9 4 4 

8 1 1 3 3 

8 4 4 4 

8 1 1 3 3 

8 2 6 6 

0 0 

1 1 1 1 

4 9 5 5 

4 8 4 4 

4 6 2 2 

4 8 4 4 

3 1 1 8 4 

3 0 3 3 

3 1 1 8 4 

3 9 6 6 

2 8 6 6 

2 6 4 4 

2 4 2 2 

2 5 3 3 

1 7 6 6 

1 10 9 3 
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1 9 8 4 

1 7 6 6 

0 5 5 5 

0 4 4 4 

0 2 2 2 

0 4 4 4 

1 1 5 6 6 

1 1 7 4 4 

1 0 5 5 5 

1 0 4 6 6 

9 2 7 5 

9 0 9 3 

8 1 1 3 3 

8 0 8 4 

4 2 2 2 

4 4 0 0 

9 2 7 5 

9 0 9 3 

2 1 1 9 3 

2 5 3 3 

0 4 4 4 

0 2 2 2 

0 0 0 0 

0 9 9 3 

1 1 8 3 3 

1 1 6 5 5 

1 1 4 7 5 

1 1 2 9 3 

9 0 9 3 

9 1 1 2 2 

9 0 9 3 

9 4 5 5 

0 9 9 3 

0 4 4 4 

0 2 2 2 

0 4 4 4 

4 0 4 4 

2 0 2 2 

4 0 4 4 

9 0 9 3 



5 8 

4 9 5 5 

0 9 9 3 

1 1 9 2 2 

0 9 9 3 

2 1 1 9 3 

4 1 1 7 5 

6 1 1 5 5 

8 1 1 3 3 

9 0 9 3 

0 0 0 0 

2 0 2 2 

4 0 4 4 

5 2 3 3 

1 1 2 9 3 

0 9 9 3 

2 9 7 4 

4 4 0 0 

2 4 2 2 

0 8 8 4 

1 1 8 3 3 

0 

2 

9 

9 

9 

7 

3 

5 

4 10 6 6 

5 10 5 5 

7 1 1 4 4 

5 1 1 6 6 

4 0 4 4 

2 0 2 2 

4 0 4 4 

5 0 5 5 

7 1 6 6 

9 1 8 4 

1 0 1 9 3 

7 1 6 6 

5 2 3 3 

4 2 2 2 

6 2 4 4 

8 2 6 6 

9 3 6 6 

1 1 3 8 4 

0 3 3 3 



5 9 

1 1 3 8 4 

8 4 4 4 

6 4 2 2 

8 4 4 4 

9 4 5 5 

1 1 1 1 

0 0 

2 8 6 6 

1 1 8 3 3 

4 8 4 4 

1 1 8 3 3 

9 5 4 4 

1 1 5 6 6 

0 5 5 5 

2 5 3 3 

0 4 4 4 

1 1 4 7 5 

9 4 5 5 

8 4 4 4 

9 0 9 3 

9 0 9 3 

4 0 4 4 

4 0 4 4 

0 9 9 3 

0 9 9 3 

9 9 0 0 

9 9 0 0 
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A p p e n d i x B 

M a r i s s a ' s C r a b C a n o n A l g o r i t h m # 1 



6 1 



6 2 



6 3 



6 4 



6 5 
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Appendix C 
Marissa's Crab Canon Algorithm #2 
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6 8 



6 9 



7 0 



7 1 
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A p p e n d i x D 

A l g o r i t h m M a t r i x 

N o t e c a n b e p l a y e d w i t h number of p o s s i b l e 

C E,F,G,A 4 

D F,G,A,B 4 

E G,A,B,C 4 

F D,A,C, 3 

G D,E,B,C 4 

A D,E,F,C 4 

B D,E,G 3 

Single N o t e s in 6 s t r i n g 

N o t e a p p e a r s number d o e s n ' t a p p e a r number 

C 1 4 4 1 8 

D 1 4 4 1 8 

E 1 4 4 1 8 

F 1 3 2 3 0 

G 1 3 8 2 4 

A 1 3 8 2 4 

B 1 3 2 2 4 

n o t e s c o m p a r e d t o C in 6 n o t e s t r i n g 

N o t e C o r n o t e b o t h C a n d n o t e 

D 3 6 1 2 6 

E 3 6 1 2 6 

F 4 8 1 1 4 

G 4 2 1 2 0 

A 4 2 1 2 0 

B 4 8 1 1 4 

n o t e s c o m p a r e d t o D in 6 n o t e s t r i n g 

N o t e D o r n o t e b o t h D a n d n o t e 

C 3 6 1 2 6 

E 3 6 1 2 6 

F 4 8 1 1 4 

G 4 2 1 2 0 

A 4 2 1 2 0 

B 4 8 1 1 4 

n o t e s c o m p a r e d t o E in 6 n o t e s t r i n g 

n o t e E o r n o t e b o t h E a n d n o t e 

C 3 6 1 2 6 

D 3 6 1 2 6 

F 4 8 1 1 4 

G 4 2 1 2 0 

A 4 2 1 2 0 

B 4 8 1 1 4 

n o t e s c o m p a r e d t o F in 6 n o t e s t r i n g 

n o t e F o r n o t e b o t h F a n d n o t e 

C 4 8 1 1 4 

D 4 8 1 1 4 

E 4 8 1 1 4 

G 5 4 1 0 8 

A 5 4 1 0 8 

B 6 0 1 0 2 
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n o t e s c o m p a r e d t o G in 6 n o t e s t r i n g 

n o t e G o r n o t e b o t h G a n d n o t e 

C 4 2 1 2 0 

D 4 2 1 2 0 

E 4 2 1 2 0 

F 5 4 1 0 8 

A 4 8 1 1 4 

B 5 4 1 0 8 

n o t e s c o m p a r e d t o A in 6 n o t e s t r i n g 

n o t e A o r n o t e b o t h A a n d n o t e 

C 4 2 1 2 0 

D 4 2 1 2 0 

E 4 2 1 2 0 

F 5 4 1 0 8 

G 4 8 1 1 4 

B 5 4 1 0 8 

n o t e s c o m p a r e d t o B in 6 n o t e s t r i n g 

n o t e B o r n o t e b o t h B a n d n o t e 

C 4 8 1 1 4 

D 4 8 1 1 4 

E 4 8 1 1 4 

F 6 0 1 0 2 

G 5 4 1 0 8 

A 5 4 1 0 8 


