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I N T R O D U C T I O N 

A t i l i n g is a c o v e r i n g o f t h e p l a n e w i t h n o n - o v e r l a p p i n g f i g u r e s t h a t h a v e n o h o l e s 

b e t w e e n t h e m . F o r c e n t u r i e s , c i v i l i z a t i o n s h a v e i n c o r p o r a t e d b o t h t h e c o m p l e x i t y a s w e l l a s 

a e s t h e t i c p r o p e r t i e s o f t i l i n g s i n t o t h e i r a r t a n d e v e r y d a y l ives . N o m a t t e r w h e r e w e l o o k 

t o d a y , f r o m r e l i g i o u s t o m o d e r n d a y b u i l d i n g s , t o t h e t y p i c a l h o u s e h o l d d e c o r a t i v e a r t s , w e c a n 

s e e s o m e f o r m o f t i l i n g b e i n g d i s p l a y e d . In t h i s r e s e a r c h , w e wi l l s t u d y t i l i n g s o f t h e p l a n e b y 

v a r i o u s p o l y g o n s . W e w a n t t o d e t e r m i n e w h e t h e r , i t is p o s s i b l e t o t i l e t h e p l a n e w i t h a g i v e n 

s e t o f s p e c i f i e d f i g u r e s . W e wi l l f i r s t l o o k a t b a s i c p r o p e r t i e s o f t i l i n g s a s w e l l a s t h e p r o p e r t i e s 

o f p o l y g o n s . 

D e f i n i t i o n 1: A m o n o h e d r a l t i l i n g is a t i l i n g w h e r e i d e n t i c a l p o l y g o n s a r e u s e d t o c o v e r t h e 

p l a n e . F o r e x a m p l e , t i l i n g s in F i g u r e s 1, 2 , 3 a r e m o n o h e r a l , w h i l e t h e t i l i n g in F i g u r e 4 is n o t . 

D e f i n i t i o n 2 : A r e g u l a r t i l i n g is a m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e b y r e g u l a r p o l y g o n s . F o r 

e x a m p l e , s e e F i g u r e s 16 a n d 17. 

D e f i n i t i o n 3 : A c o r n e r in a n y t i l i n g is a c o r n e r o f o n e o f t h e p o l y g o n s . 

D e f i n i t i o n 4 : A v e r t e x is a p o i n t w h e r e a t l e a s t t h r e e t i l e s m e e t . 

N o t i c e f r o m t h e F i g u r e 1 b e l o w t h a t n o t e v e r y c o r n e r is a v e r t e x . 

Figure 1. A corner (red) a n d a ver tex (blue) in a tiling. 
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D e f i n i t i o n 5 : A t i l i n g is e d g e - t o - e d g e if t w o a d j a c e n t t i l e s h a v e a t m o s t o n e e d g e in c o m m o n 

a n d e a c h e d g e b e l o n g s t o e x a c t l y t w o t i l e s . 

F o r e x a m p l e , t i l i n g s in F i g u r e s 1 a n d 2 a r e n o t e d g e - t o - e d g e , w h i l e t i l i n g s in F i g u r e s 3 a n d 5 a r e 

e d g e - t o - e d g e . 

Figure 2. A tiling with s q u a r e s t h a t is no t edge-to-edge. 

D e f i n i t i o n 6 : A t i l i n g is m o n o g o n a l if a t e a c h v e r t e x a n d c o r n e r , t h e e d g e s f o r m a f i g u r e t h a t 

is c o n g r u e n t t o t h a t o f a n y o t h e r v e r t e x a n d c o r n e r . 

F o r e x a m p l e , t i l i n g s in F i g u r e s 2 , 3 , 5 a r e m o n o g o n a l , w h i l e t i l i n g s in F i g u r e s 1 a n d 4 a r e n o t . 

D e f i n i t i o n 7 : A t i l i n g is p e r i o d i c if t h e r e e x i s t s a r e g i o n in t h e t i l i n g t h a t c a n b e t r a n s l a t e d in 

n o n - p a r a l l e l d i r e c t i o n s in s u c h a w a y t h a t t h e e n t i r e t i l i n g o v e r l a p s . 

Figure 3. A periodic tiling. 
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N o t e t h a t all t i l i n g s in F i g u r e s 1 to 5 a r e p e r i o d i c , w h i l e t i l i n g s in F i g u r e s 3 8 A , 3 8 C , a n d 3 7 B a r e 

n o t p e r i o d i c . 

D e f i n i t i o n 8 : A t i l i n g is i s o g o n a l if e a c h v e r t e x a n d c o r n e r c a n b e r e f l e c t e d , g l i d e d , r o t a t e d o r 

t r a n s l a t e d o n t o a n y o t h e r v e r t e x a n d c o r n e r in s u c h a w a y t h a t t h e e n t i r e t i l i n g o v e r l a p s w i t h 

i t s e l f . 

Figure 4. A non-isogonal tiling. 

A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r t h e t i l i n g in F i g u r e 4 . S i n c e m o r e t h a n o n e p o l y g o n w a s u s e d t o t i l e 

t h e p l a n e , i t is n o t a m o n o h e d r a l t i l i ng . C o n s i d e r t h e v e r t i c e s c i r c l e d in b l u e a n d r e d . E v e n 

t h o u g h t h e f i g u r e f o r m e d a t e a c h v e r t e x is i d e n t i c a l , t h e v e r t e x in b l u e is a d j a c e n t t o a s q u a r e , 

w h e r e a s t h e v e r t e x in r e d d o e s n o t . H e n c e w e c a n n o t r e f l e c t , g l i d e , r o t a t e o r t r a n s l a t e t h e 

v e r t e x in r e d o n t o t h e v e r t e x in b l u e . T h e r e f o r e , t h e t i l i n g is n o t i s o g o n a l . 

D e f i n i t i o n 9 : A t i l i n g is i s o t o x a l if e a c h e d g e c a n b e r e f l e c t e d , g l i d e d , r o t a t e d o r t r a n s l a t e d 

o n t o a n y o t h e r e d g e in s u c h a w a y t h a t t h e e n t i r e t i l i n g o v e r l a p s w i t h i t se l f . 

F o r e x a m p l e , t h e t i l i n g s in F i g u r e s 16 and 17 a r e i s o t o x a l , w h i l e t h e t i l i n g in F i g u r e 5 b e l o w is n o t . 

Figure 5. A non-isotoxal tiling. W e canno t reflect, glide, r o t a t e or t r ans l a t e t he 
shor te r edges onto t h e longer ones. 
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P O L Y G O N S 

In t h i s c h a p t e r , w e wi l l s t u d y b a s i c p r o p e r t i e s o f v a r i o u s p o l y g o n a l t i l e s . 

D e f i n i t i o n 1 0 : A p o l y g o n is a t w o d i m e n s i o n a l s h a p e t h a t is c o m p r i s e d o f n o n - i n t e r s e c t i n g 

s e g m e n t s o f s t r a i g h t l i n e s c o n n e c t e d in a c y c l i c w a y t o f o r m t h e b o u n d a r y o f a c l o s e d s h a p e . 

Figure 6. Polygons a n d non-polygons. 

A p o l y g o n w i t h o n e o r m o r e i n t e r i o r a n g l e s g r e a t e r t h a n 1 8 0 degrees is c a l l e d a c o n c a v e p o l y g o n , 

w h i l e t h e i n t e r i o r a n g l e s o f a c o n v e x p o l y g o n a r e all l e s s t h a n 1 8 0 degrees ( F i g u r e 7 ) . S i n c e w e wi l l 

s t u d y s e v e r a l t i l i n g s b y c o n c a v e p o l y g o n s , w e d i s t i n g u i s h t y p e s o f c o n c a v e p o l y g o n s b y 

d e f i n i t i o n s 11 to 13 b e l o w . 

Figure 7. The concave polygon h a s a t least one interior angle g r e a t e r t h a n 1 8 0 degrees. 

D e f i n i t i o n 1 1 : A c a v e in a c o n c a v e p o l y g o n is a c a v i t y f o r m e d b y e x a c t l y t w o e d g e s t h a t m e e t 

t o f o r m a v e r t e x w i t h i n t e r i o r a n g l e g r e a t e r t h a n 1 8 0 degrees. 
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D e f i n i t i o n 1 2 : A b a y is a c a v i t y in a c o n c a v e p o l y g o n f o r m e d b y t w o o r m o r e c o n s e c u t i v e 

v e r t i c e s w i t h i n t e r i o r a n g l e s g r e a t e r t h a n 1 8 0 degrees. In o t h e r w o r d s , a b a y is a c a v i t y f o r m e d b y t w o 

o r m o r e c o n s e c u t i v e c a v e s . 

D e f i n i t i o n 1 3 : A s i m p l e c a v e is a c a v e t h a t d o e s n o t b e l o n g t o a b a y . 

Figure 8. A concave polygon with a bay A), a n d a concave polygon with two s imple caves B). 

L e m m a 1: F o r a n y i n t e g e r n greater than 3 , t h e r e e x i s t s a n o n - c o n v e x p o l y g o n w i t h n e d g e s t h a t h a s c 

c a v e s , w h e r e c set membership symbol curly brace l comma 2 , dot dot dot, n divided by 2 curly brace f o r n e v e n , a n d c set membership symbol curly 

brace l comma 2 , dot dot dot, n minus 1 divided by 2 curly brace f o r n o d d . 

P r o o f : T h e r e a r e t w o c a s e s t o c o n s i d e r . 

C a s e 1: n greater than 3 is e v e n . 

N o t i c e t h a t e v e r y c a v e is m a d e u p o f e x a c t l y t w o e d g e s . S i n c e a n y t w o s i m p l e c a v e s c a n n o t 

s h a r e a n e d g e a n d w e h a v e n e d g e s t o t a l , i t is p o s s i b l e c o m b i n a t o r i a l l y t o h a v e a c o n c a v e 

p o l y g o n w i t h n divided by 2 c a v e s o r l e s s . C o n s t r u c t i n g a p o l y g o n w i t h n divided by 2 c a v e s is n o t v e r y d i f f i c u l t . F o r 

e x a m p l e , a s t a r - l i k e t i l e c a r r i e s t h e m a x i m u m n u m b e r o f c a v e s , s e e F i g u r e 9 A . 

C a s e 2 : n is o d d . 

S i n c e e a c h c a v e is f o r m e d b y t w o e d g e s t h a t c a n n o t b e s h a r e d w i t h o t h e r c a v e s , a n d b e c a u s e n 

is o d d , c o m b i n a t o r i a l l y i t is p o s s i b l e t o h a v e a c o n c a v e p o l y g o n w i t h n minus 1 divided by 2 c a v e s o r l e s s . 



10 

F o r e x a m p l e , a s t a r - l i k e t i l e w i t h a n a d d i t i o n a l " b a s e " e d g e t h a t h a s t h e m a x i m u m n u m b e r o f 

c a v e s l o o k s s i m i l a r t o t h e t i l e in F i g u r e 9 B. 

Q . E. D . 

Figure 9. Concave tiles with eight A), a n d nine B) edges t h a t have t he m a x i m u m n u m b e r of caves. 

L e m m a 2 : F o r n equals 5 o r 6 , t h e r e e x i s t s a p o l y g o n w i t h n e d g e s a n d o n e b a y . F o r a n y i n t e g e r 

n greater than 6, there exists a p o l y g o n w i t h n e d g e s , t h a t h a s b b a y s w h e r e 

1 less than equals b less than equals floor symbol n divided by 3 floor symbol equals k . 

P r o o f : N o t e t h a t e a c h b a y is m a d e u p o f a t l e a s t 3 e d g e s a n d a p o l y g o n w i t h a b a y , m u s t h a v e a t 

l e a s t f i v e e d g e s . In F i g u r e 10 b e l o w , w e c a n s e e a 5 - g o n a n d a 6 - g o n w i t h t h e m a x i m u m n u m b e r 

o f b a y s . 

Figure 10. Concave tiles with five A), a n d six B) edges t h a t have t he m a x i m u m n u m b e r o f bays. 

F o r n greater than 6 , w e c a n h a v e a t m o s t floor symbol n divided by 3 floor symbol equals k b a y s . In F i g u r e 11 b e l o w , w e d i s p l a y t i l e s 

w i t h 1 b a y a n d 4 b a y s in t h e c a s e t h a t n equals 1 2 . 



1 1 

Figure 11. Concave 12-gon with A) one bay a n d B) four bays. 

Q .E. D . 

D e f i n i t i o n 1 4 : A p o l y g o n is c a l l e d r e g u l a r if i t h a s c o n g r u e n t s i d e s a s w e l l a s all c o n g r u e n t 

i n t e r i o r a n g l e s . 

T h e n a m e s f o r t h e s e p o l y g o n s c o m e f r o m G r e e k a n d t h e y e x p r e s s t h e n u m b e r o f a n g l e s in a 

g i v e n p o l y g o n . By c o n v e n t i o n d a t i n g b a c k t o t h e a n c i e n t B a b y l o n i a n s , t h e s e a n g l e s a r e 

m e a s u r e d in d e g r e e s . 

Figure 12. Examples o f Regular Polygons. From top to bottom, left to right. 

Triangle - 3 sides S q u a r e - 4 sides Pentagon - 5 sides Hexagon - 6 sides Heptagon - 7 sides 

Octagon - 8 sides Nanagon - 9 sides Decagon - 1 0 sides Hendecagon - 1 1 Dodecagon - 1 2 

L e m m a 3 : T h e s u m o f t h e i n t e r i o r a n g l e s in a p o l y g o n o f n s i d e s S parenthesis n parenthesis equals parenthesis n minus 2 parenthesis 1 8 0 degrees. 

P r o o f b y I n d u c t i o n : 

B a s e C a s e parenthesis n equals 3 parenthesis - F o r a t r i a n g l e w e h a v e S parenthesis 3 parenthesis equals parenthesis 3 minus 2 parenthesis times 1 8 0 degrees equals 1 8 0 degrees. 

A s s u m e t h e l e m m a is va l id f o r a g i v e n n u m b e r k , i. e . S parenthesis k parenthesis equals parenthesis k minus 2 parenthesis times 1 8 0 degrees. 
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W e w a n t t o s h o w t h a t t h e l e m m a is va l id f o r k plus 1 , i. e . S parenthesis k plus 1 parenthesis equals parenthesis k minus 1 parenthesis dot 1 8 0 degrees. 

W e wi l l l a b e l t h e v e r t i c e s o f o u r k - s i d e d p o l y g o n in a c l o c k w i s e m a n n e r , v sub 1, v sub 2 dot dot dot comma v sub k. N o t e 

t h a t b y a d d i n g a v e r t e x t o t h e k - s i d e d p o l y g o n , w e h a v e a d d e d a 

t r i a n g l e t o m a k e t h e parenthesis k plus 1 parenthesis - s i d e d p o l y g o n . I n o t h e r w o r d s , t h e 

parenthesis k plus 1 parenthesis - s i d e d p o l y g o n i s t h e u n i o n o f o u r o r i g i n a l k - s i d e d p o l y g o n 

v sub 1, v sub 2, dot dot dot, v sub k a n d t r i a n g l e v sub 1, v sub k, v sub k plus 1 ( F i g u r e 1 3 ) . 

Figure 13. 

It is a w e l l k n o w n 

f a c t t h a t a n y n - g o n c a n b e p a r t i t i o n e d i n t o n minus 2 n o n - o v e r l a p p i n g 

t r i a n g l e s u s i n g d i a g o n a l s o n l y parenthesis G r square bracket. F o r t h i s r e a s o n , if w e i n s t e a d a d d e d 

a v e r t e x t o t h e i n t e r i o r o f t h e k - s i d e d p o l y g o n , t h e r e s u l t s w o u l d n o t c h a n g e 

a n d w e h a v e a g a i n a d d e d a t r i a n g l e t o m a k e t h e parenthesis k plus 1 p a r e n t h e s i s - s i d e d p o l y g o n . O u r k - s i d e d p o l y g o n 

s a t i s f i e s o u r h y p o t h e s i s f o r S parenthesis k parenthesis a n d s i n c e t h e s u m o f t h e i n t e r i o r a n g l e s o f a t r i a n g l e is 1 8 0 degrees, 

h e n c e w e h a v e t h e f o l l o w i n g : 

S parenthesis k plus 1 parenthesis equals S parenthesis k parenthesis plus 1 8 0 degrees 

equals parenthesis k minus 2 parenthesis d o t 1 8 0 degrees plus 1 8 0 degrees 

equals parenthesis parenthesis k minus 2 parenthesis plus 1 parenthesis dot 1 8 0 degrees 

equals parenthesis k minus 1 parenthesis dot 1 8 0 degrees. 

Q . E. D . 

S i n c e t h e i n t e r i o r a n g l e s in a r e g u l a r p o l y g o n a r e all e q u a l , t a k i n g t h e s u m in L e m m a 3 f o r a n n-

s i d e d p o l y g o n a n d d i v i d i n g i t b y n wi l l g i v e u s t h e m e a s u r e f o r t h e i n t e r i o r 

a n g l e s o f t h a t p a r t i c u l a r n - s i d e d p o l y g o n . 

L e m m a 4 : T h e a r e a o f a r e g u l a r p o l y g o n w i t h n s i d e s is A parenthesis n parenthesis equals n divided by 2 parenthesis 

s r parenthesis w h e r e n is t h e n u m b e r o f s i d e s , s is t h e s i d e l e n g t h , a n d r is t h e r a d i u s o f t h e 

i n s c r i b e d c i r c l e . Figure 14. 
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P r o o f : E a c h n- s i d e d p o l y g o n c a n b e p a r t i t i o n e d i n t o n c o n g r u e n t t r i a n g l e s b y d r a w i n g a l i n e 

s e g m e n t f r o m e a c h v e r t e x t o t h e c e n t e r o f t h e p o l y g o n . T h e a r e a o f e a c h t r i a n g l e in t h e 

p a r t i t i o n is s r divided by 2 a n d s i n c e w e h a v e n t r i a n g l e s , t h e a r e a o f t h e e n t i r e n- s i d e d p o l y g o n is A parenthesis n parenthesis equals 

n s r divided by 2 ( F i g u r e 14) . 

Q . E. D . 

L e m m a 5 : T h e n u m b e r o f d i a g o n a l s in a n n- s i d e d c o n v e x p o l y g o n is D parenthesis n parenthesis equals n parenthesis n minus 3 parenthesis divided by 2. 

P r o o f b y I n d u c t i o n : 

B a s e C a s e parenthesis n equals 4 parenthesis - B y i n s p e c t i o n , a q u a d r i l a t e r a l h a s D parenthesis 4 parenthesis equals 4 parenthesis 4 minus 3 
parenthesis divided by 2 equals 2 diagonals. 

A s s u m e D parenthesis k parenthesis equals k parenthesis k minus 3 parenthesis divided by 2 is t r u e f o r k greater 

than equal to 2 . W e w a n t t o s h o w t h a t t h e f o r m u l a h o l d s f o r D parenthesis k plus 1 parenthesis. N o t e t h a t if w e a d d a 

v e r t e x t o a k - s i d e d p o l y g o n , w e h a v e a t o t a l o f k l i n e s c o n n e c t i n g v e r t i c e s v sub 1, dot dot dot, v sub k t o 

v e r t e x v sub k plus 1. O f t h e s e k l i n e s , w e s u b t r a c t 2 s i n c e t h e y a r e n o t d i a g o n a l s b u t n e w s i d e s . A l s o , o n e s i d e o f 

k is n o w a d i a g o n a l a s a r e s u l t o f a d d i n g a v e r t e x ( F i g u r e 15) . 

Figure 15. 

H e n c e w e h a v e t h e f o l l o w i n g c a l c u l a t i o n : 

D parenthesis k plus 1 parenthesis equals D parenthesis k parenthesis plus k minus 2 plus 1 

equals k parenthesis k minus 3 parenthesis divided by 2 plus k minus 1 
equals k superscript 2 minus 3 k plus 2 k minus 2 divided by 2 

equals k superscript 2 minus k minus 2 divided by 2 
equals parenthesis k plus 1 parenthesis parenthesis k minus 2 parenthesis divided by 2. 

Q. E. D. 
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E x a m p l e : H e r e w e a n a l y z e t h e n o n a g o n , w h i c h h a s n i n e s i d e s a s w e l l a s n i n e v e r t i c e s . F o r a 

n o n a g o n , t h e s u m o f i t s i n t e r i o r a n g l e s is 7 dot 1 8 0 degrees e q u a l s 1 2 6 0 degrees w h i c h i m p l i e s t h a t t h e i n t e r i o r 

a n g l e s f o r a r e g u l a r n o n a g o n m e a s u r e parenthesis 1260 degrees divided by 9 equals 1 4 0 degrees. T h e n o n a g o n h a s 9 parenthesis 6 parenthesis divided 

by 2 equals 2 7 d i a g o n a l s . 

T h e r e e x i s t s r e g u l a r p o l y g o n s t h a t c a n b e c o n s t r u c t e d u s i n g a s t r a i g h t - e d g e a n d a c o m p a s s . 

H o w e v e r , m a n y r e g u l a r p o l y g o n s c a n n o t b e c o n s t r u c t e d in t h i s m a n n e r . T h e p r o b l e m o f 

d e c i d i n g w h e t h e r a r e g u l a r p o l y g o n c a n b e c o n s t r u c t e d w a s f i r s t c o n s i d e r e d b y a n c i e n t G r e e k 

m a t h e m a t i c i a n s . H o w e v e r , i t w a s n o t u n t i l t h e nineteenth c e n t u r y , w h e n G a u s s d e v e l o p e d a f o r m u l a 

t h a t d e c i d e s w h i c h r e g u l a r p o l y g o n c a n b e c o n s t r u c t e d u s i n g a s t r a i g h t - e d g e a n d a c o m p a s s . 

T h e o r e m 1 ( G a u s s ) : A n y c o n s t r u c t i b l e r e g u l a r p o l y g o n s m u s t s a t i s f y t h e f o r m u l a 

n equals 2 superscript m p sub 1 p sub 2 dot dot dot p sub k , w h e r e set membership symbol N i n c l u d i n g 0 , a n d p sub i ' s 

a r e d i f f e r e n t F e r m a t ' s p r i m e s o f t h e f o r m 2 superscript 2 superscript t plus 1 . 

P r o o f : S e e r e f e r e n c e square bracket G r square bracket. 

N o t e t h a t if t h e c o n s t r u c t i o n o f a p a r t i c u l a r r e g u l a r n - s i d e d p o l y g o n is p o s s i b l e , t h e n 

c o n s t r u c t i o n o f t h e r e g u l a r 2 n - s i d e d p o l y g o n is a l s o p o s s i b l e b y b i s e c t i n g t h e s i d e s o f t h e 

p o l y g o n i n s c r i b e d in a c i r c l e . F o r e x a m p l e , G a u s s ' s f o r m u l a t e l l s u s t h a t i t is n o t p o s s i b l e t o 

c o n s t r u c t t h e r e g u l a r n o n a g o n w i t h a s t r a i g h t e d g e a n d c o m p a s s . T h e r e f o r e , t o d r a w a r e g u l a r 

n o n a g o n , w e m u s t r e l y o n m e t h o d s t h a t i n v o l v e m e a s u r e m e n t s o f s i d e s o r a n g l e s w h i c h c a n 

o n l y g i v e u s a c l o s e a p p r o x i m a t i o n o f t h e f i g u r e . 

E v e r y r e g u l a r p o l y g o n e x h i b i t s h i g h d e g r e e o f s y m m e t r y , e a c h h a v i n g b o t h r o t a t i o n a n d 

r e f l e c t i o n s y m m e t r i e s o f a d i h e d r a l r o s e t t e p a t t e r n square bracket G r square bracket. F o r a n y n - g o n , t h e s y m m e t r y g r o u p is 

d e n o t e d b y D sub n, a n d i t h a s n r e f l e c t i o n a l s y m m e t r i e s a n d h a s n r o t a t i o n s g e n e r a t e d b y a r o t a t i o n 
w i t h a n g l e 360 degrees divided by n. 
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T I L I N G B Y R E G U L A R P O L Y G O N S 

W e f i r s t i n v e s t i g a t e s i m p l e t i l i n g s a n d a n a l y z e t h e i r b a s i c f o r m s a n d p r o p e r t i e s . T h e 

m o s t c o m m o n r e g u l a r m o n o h e d r a l t i l i n g t h a t is e d g e - t o - e d g e , s e e n in t h e m a j o r i t y o f t i l e d 

f l o o r i n g s , is g i v e n b y a s q u a r e ( r e g u l a r 4 - g o n ) . S i n c e e a c h s q u a r e h a s f o u r r i g h t i n t e r i o r a n g l e s , 

w e c a n p l a c e f o u r i d e n t i c a l s q u a r e s a r o u n d o n e v e r t e x a n d t h e y wi l l f i t p e r f e c t l y , s i n c e t h e s u m 

o f t h e a n g l e s a t t h a t c o r n e r is 3 6 0 degrees. H e n c e , b y r e p e a t i n g t h i s p r o c e s s i n f i n i t e l y m a n y t i m e s f o r 

e a c h c o r n e r , w e wi l l t i l e t h e p l a n e ( F i g u r e 16) . 

Figure 16. A m o n o h e d r a l edge- to-edge tiling with squares . 

U s i n g a s i m i l a r a r g u m e n t , w e c a n s h o w t h a t i d e n t i c a l r e g u l a r t r i a n g l e s a s w e l l a s a r e g u l a r 

h e x a g o n s wi l l a l s o t i l e t h e p l a n e . S i n c e t h e i n t e r i o r a n g l e s o f a r e g u l a r t r i a n g l e m e a s u r e 6 0 degrees, 

p l a c i n g s i x t r i a n g l e s a t a v e r t e x g i v e s u s a n e d g e - t o - e d g e t i l i n g o f t h e p l a n e . S i m i l a r l y , w e wi l l 

n e e d t h r e e i d e n t i c a l r e g u l a r h e x a g o n s a t e a c h v e r t e x in o r d e r t o p r o d u c e a h e x a g o n a l t i l ing , 

a s 3 parenthesis 1 2 0 degrees parenthesis equals 3 6 0 degrees. 
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Figure 17. M o n o h e d r a l edge- to-edge tiling with regular triangles a n d hexagons . 

N o t i c e t h a t t h e r e g u l a r t i l i n g o f t h e p l a n e b y t r i a n g l e s , s q u a r e s , a n d h e x a g o n s a r e m o n o g o n a l , 

e d g e - t o - e d g e , a n d i s o g o n a l ( t h e f i g u r e f o r m e d a t t h e v e r t i c e s a r e i d e n t i c a l a n d c a n b e r e f l e c t e d , 

g l i d e d , r o t a t e d o r t r a n s l a t e d o n t o o n e a n o t h e r s o t h a t t h e t i l i n g o v e r l a p s w i t h i t s e l f ) . In 

a d d i t i o n , t h e s e t i l i n g s a r e a l s o p e r i o d i c a s w e l l a s i s o t o x a l . 

Figure 18. The congruent f igures f o r m e d a t t h e vertices in a A) triangular, B) square , a n d C) hexagona l tilings. 

T o s t u d y s q u a r e t i l i ngs , w e c o u l d u s e t h e f o l l o w i n g 2 - d i m e n s i o n a l c a s e o f K e l l e r ' s c o n j e c t u r e . 

K e l l e r ' s C o n j e c t u r e : A t i l i n g o f a n n - d i m e n s i o n a l s p a c e b y n - d i m e n s i o n a l h y p e r c u b e s o f e q u a l 

s i z e wi l l p r o d u c e a n a r r a n g e m e n t s u c h t h a t a t l e a s t t w o h y p e r c u b e s h a v e a n n minus 1 - d i m e n s i o n a l 

s i d e in c o m m o n . 

N o t e t h a t , a 2 - d i m e n s i o n a l h y p e r c u b e is a r e g u l a r s q u a r e , w h i l e a 1 - d i m e n s i o n a l h y p e r c u b e is a 

l i n e s e g m e n t . K e l l e r ' s c o n j e c t u r e s t a t e s t h a t a t i l i n g o f t h e p l a n e b y c o n g r u e n t s q u a r e s m u s t 
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h a v e a t l e a s t t w o s q u a r e s w i t h a n e d g e in c o m m o n , o r s o m e t w o s q u a r e s m u s t m e e t e d g e - t o -

e d g e . 

P r o o f : T h e p r o o f f o r t h e 2 - d i m e n s i o n a l c a s e is e l e m e n t a r y a n d w e p r o v i d e i t h e r e . F o r a 

p r o o f in g e n e r a l c a s e s e e square bracket W square bracket. 

C o n s i d e r t h e 2 - d i m e n s i o n a l h y p e r c u b e ( s q u a r e ) . In a n y t i l ing , w e k n o w t h a t t h e r e c a n n o t b e 

o v e r l a p p i n g o f t h e t i l e s a n d a l s o n o g a p s . T h e r e f o r e , t h e f i r s t t w o t i l e s in t h e t i l i n g m u s t m e e t 

e i t h e r a t s o m e a n g l e o r a t s o m e e d g e . T h e t w o c a s e s a r e a n a l y z e d b e l o w . 

C a s e 1 - ( T h e t i l e s m e e t a t a c o r n e r s e e n in F i g u r e 19 a t t h e 

r i g h t . ) : 

Figure 19. 

If t h e f i r s t t w o t i l e s m e e t a t a c o r n e r a n d f o r m s a n 

a n g l e A t h a t is e x a c t l y 9 0 degrees, t h e n w e c a n s e e t h a t t h e n a n g l e B 

m u s t a l s o b e 9 0 degrees. T h e r e f o r e , in t h i s c a s e t o c o v e r t h e p l a n e 

w i t h o u t o v e r l a p s , w e p l a c e t h e n e x t t i l e s a t a n g l e s A a n d B, i. e . e d g e - t o - e d g e . 

If t h e f i r s t t w o t i l e s m e e t a t a c o r n e r a n d f o r m s a n a n g l e A t h a t is l e s s t h a n 9 0 degrees, t h e n w e c a n 

s e e f r o m t h e p i c t u r e t h a t a n g l e B m u s t b e g r e a t e r t h a n 9 0 degrees. H e n c e , p l a c i n g a t i l e a t B is wi l l n o t 

c o v e r t h e p l a n e a n d i t is n o t p o s s i b l e t o f i t a t i l e a t A . T h e r e f o r e , t o t i l e t h e p l a n e a n g l e A a s 

w e l l a s B m u s t b e 9 0 degrees a n d t h e t i l i n g g e n e r a t e d in C a s e 1 wi l l b e t h a t o f F i g u r e 16. H e n c e t h e r e 

a r e a t l e a s t t w o t i l e s t h a t m e e t e d g e - t o - e d g e . 

C a s e 2 - ( T h e t i l e s m e e t in a w a y s u c h t h a t t h a t t h e i r e d g e s t o u c h s e e n in F i g u r e 2 0 . ) : If t h e f i r s t 

t w o t i l e s m e e t a t a n e d g e , w e c a n s e e t h a t b o t h a n g l e s A a n d B w h i c h a r e f o r m e d m u s t b e e q u a l 

t o 9 0 degrees. T h e r e f o r e , in o r d e r t o c o n t i n u e t h e t i l i n g p a t t e r n s u c h t h a t t h e r e a r e n o g a p s , w e m u s t 



1 8 

p l a c e a t i l e a t c o r n e r A a n d c o r n e r B. T h e t i l i n g g e n e r a t e d in 

C a s e 2 wi l l b e t h a t o f F i g u r e 2 a n d w e c a n s e e t h a t a t l e a s t t w o 

t i l e s m e e t e a c h o t h e r e d g e - t o - e d g e . 

Figure 2 0 . 

Q . E. D . 

R e m a r k : T h e s q u a r e t i l i n g g e n e r a t e d f r o m c a s e o n e o f t h e p r o o f a b o v e is e d g e - t o - e d g e , w h i l e 

t h a t in c a s e t w o is n o t e d g e - t o - e d g e . In F i g u r e 2 1 b e l o w , w e c a n s e e t h a t K e l l e r ' s c o n j e c t u r e 

d o e s n o t e x t e n d t o n o n - h y p e r c u b e s . 

Figure 2 1 . A tiling w h e r e no two tiles have an edge in common. 

T h e o r e m 2 : T h e t r i a n g l e , s q u a r e , a n d h e x a g o n a r e t h e o n l y r e g u l a r p o l y g o n s t h a t wi l l t i l e t h e 

p l a n e . 

P r o o f : L e t x set membership symbol N b e t h e n u m b e r o f t i l e s a t e a c h v e r t e x a n d n set membership symbol N b e t h e n u m b e r o f s i d e s o f a 

r e g u l a r p o l y g o n . 

H e n c e w e h a v e a t e a c h v e r t e x : 

x parenthesis n minus 2 parenthesis180 degrees divided by n equals 3 6 0 degrees 

S i m p l i f y i n g w e g e t : 
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x parenthesis n minus 2 parenthesis equals 2 n 

H e n c e , x equals 2 n divided by n minus 2 

S i n c e x is a p o s i t i v e i n t e g e r , n set membership symbol curly brace 3 , 4 , 6 curly brace. 

Q . E. D . 

C o r o l l a r y : T h e r e d o e s n o t e x i s t a t i l i n g o f t h e p l a n e b y r e g u l a r p e n t a g o n s a n d r e g u l a r n - s i d e d 

p o l y g o n s f o r n greater than 6 . 

W e c a n s e e f r o m F i g u r e 2 2 b e l o w a n d a n g l e c a l c u l a t i o n s t h a t a n e d g e - t o - e d g e t i l i n g o f t h e p l a n e 

w i t h r e g u l a r p e n t a g o n s is n o t p o s s i b l e . 

F i g u r e 2 2 . T i l i n g w i t h r e g u l a r p e n t a g o n s i s n o t p o s s i b l e s i n c e w e d o n o t h a v e a p e r f e c t f i t t i n g a t t h e v e r t i c e s . 3 pentagons each meet on one side; Each corner is 108 degrees. 

W e h a v e s h o w n t h a t i t is n o t p o s s i b l e t o t i l e t h e p l a n e w i t h m a n y r e g u l a r n - s i d e d p o l y g o n s . 

T h e r e f o r e , i t is n a t u r a l t o s t u d y m o n o h e d r a l t i l i n g s b y o t h e r p o l y g o n s . 

T I L I N G B Y I R R E G U L A R P O L Y G O N S 

In t h i s s e c t i o n , w e wi l l i n v e s t i g a t e m o n o h e d r a l t i l i n g s o f t h e p l a n e b y i r r e g u l a r p o l y g o n s . 

D e f i n i t i o n : A n i r r e g u l a r p o l y g o n is a p o l y g o n w h o s e s i d e s o r i n t e r i o r a n g l e s a r e n o t all 

e q u a l . 
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Figure 2 3 . An irregular polygon. 

T h e o r e m 3 : A p l a n e c a n b e t i l e d b y u s i n g i d e n t i c a l t r i a n g u l a r t i l e s o f a n y s h a p e . 

P r o o f : W e d i s t i n g u i s h t h r e e c l a s s e s o f t r i a n g l e s , e q u i l a t e r a l ( r e g u l a r ) , i s o s c e l e s , a n d s c a l e n e . W e 

h a v e a l r e a d y s h o w n t h a t a n e q u i l a t e r a l t r i a n g l e wi l l t i l e t h e p l a n e in t h e l a s t s e c t i o n . N o w , w e 

m u s t s h o w t h a t a n i s o s c e l e s a n d s c a l e n e t r i a n g l e wi l l a l s o t i l e t h e p l a n e . 

F i r s t , c o n s i d e r t h e s c a l e n e t r i a n g l e s e e n in F i g u r e 2 4 b e l o w w i t h n o c o n g r u e n t s i d e s a n d n o 

e q u a l i n t e r i o r a n g l e s . 

Figure 2 4 . A sca lene triangle. 

N o t i c e t h a t if w e p l a c e t h e t i l e in t h e f o l l o w i n g m a n n e r , w e c a n t i l e t h e p l a n e . 

Figure 2 5 . Construct ion o f a tiling by sca lene triangles. 

N o w , c o n s i d e r t h e i s o s c e l e s t r i a n g l e s s e e n b e l o w . 
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Figure 26 . An isosceles triangle. 

A t i l i n g o f t h e p l a n e b y i s o s c e l e s t r i a n g l e c a n b e s e e n b e l o w . 

Figure 2 7 . A tiling by isosceles triangles. 

Q . E. D . 

T h e o r e m 4 : A p l a n e c a n b e t i l e d u s i n g i d e n t i c a l q u a d r i l a t e r a l t i l e s o f a n y s h a p e . 

P r o o f : W e h a v e s e e n t h a t a r e g u l a r q u a d r i l a t e r a l ( s q u a r e ) wi l l t i l e t h e p l a n e . N o w w e a n a l y z e 

t h e r e m a i n i n g c a s e s . 

F i r s t , c o n s i d e r t h e n o n - r e g u l a r c o n v e x q u a d r i l a t e r a l . 

Figure 2 8 . A non-regular convex quadri lateral . 
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W e c a n c o n s t r u c t a t i l i n g b y r o t a t i n g t h e t i l e b y 1 8 0 degrees a b o u t t h e m i d p o i n t o n o n e o f i t s s i d e s 

a n d r e p e a t i n g t h e p r o c e s s w i t h t h e o t h e r s i d e s . 

Figure 29 . A tiling with non-regular convex quadri laterals . 

W e c a n s e e t h a t t h e v e r t i c e s in o u r t i l i n g a r e m a d e u p o f e x a c t l y t h e a n g l e s f r o m o u r o r i g i n a l 

q u a d r i l a t e r a l . S i n c e t h e a n g l e s in a q u a d r i l a t e r a l a d d u p t o 3 6 0 degrees, o u r t i l i n g h a s n o g a p s o r 

o v e r l a p s . 

F o r a c o n c a v e q u a d r i l a t e r a l , w e c a n r e p e a t t h e s a m e p r o c e d u r e a n d w e wil l c o n s t r u c t a t i l i n g 

s i m i l a r t o t h e o n e in F i g u r e 3 0 b e l o w . 

Figure 30 . A tiling with concave quadri laterals . 

Q . E . D . 



2 3 

In t h e p r e v i o u s s e c t i o n , w e h a v e s h o w n t h a t a r e g u l a r p e n t a g o n d o e s n o t t i l e t h e p l a n e . 

T h e o r e m 5 : T h e r e e x i s t s t i l i n g s o f t h e p l a n e b y i r r e g u l a r p e n t a g o n s . H o w e v e r , n o t e v e r y 

i r r e g u l a r p e n t a g o n t i l e s t h e p l a n e . 

P r o o f : S e e F i g u r e 31 f o r e x a m p l e s . T h e s e a r e t h e o n l y k n o w n m o n o h e d r a l c o n v e x p e n t a g o n a l 

t i l i n g s . 

Figure 3 1 . Fifteen classes of known tilings with convex pen tagons . Even now, it is still a mystery w h e t h e r or no t 
m o r e solutions exist. square bracket W 2 square bracket 

W e k n o w t h a t r e g u l a r h e x a g o n s c a n t i l e t h e p l a n e , b u t w h a t a b o u t i r r e g u l a r h e x a g o n s ? T h i s 

p r o b l e m w a s s o l v e d b y K a r l R e i n h a r d t a n d p u b l i s h e d in h i s d o c t o r a l t h e s i s in 1 9 1 8 . 

T h e o r e m 6 ( R e i n h a r d t ' s ) : T h e r e e x i s t i n f i n i t e l y m a n y t i l i n g s w i t h c o n v e x i r r e g u l a r h e x a g o n s . 

T h e s e t i l i n g s c a n b e d i v i d e d i n t o t h r e e c l a s s e s ( s e e F i g u r e 3 2 ) . 

P r o o f : S e e square bracket R square bracket. 
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Figure 3 2 . The only t h r e e classes of tilings with convex hexagons t h a t exist. square bracket F square bracket 

It t u r n s o u t t h a t h e x a g o n s p l a y a m a j o r r o l e in t h e s t u d y o f m o n o h e d r a l t i l ing , a s w e h a v e t h e 

f o l l o w i n g c o n j e c t u r e . 

H o n e y c o m b C o n j e c t u r e : A n y p a r t i t i o n o f t h e p l a n e i n t o r e g i o n s o f e q u a l a r e a h a s p e r i m e t e r 

a t l e a s t t h a t o f t h e r e g u l a r h e x a g o n a l h o n e y c o m b t i l i ng . 

P r o o f : T h i s w a s p r o v e n b y T h o m a s H a l e s in 1 9 9 9 . S e e square bracket H square bracket. 

T o s t u d y t i l i n g s f o r n greater than 6 , w e p r o v e t h e f o l l o w i n g t h e o r e m . 
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T h e o r e m 7 : T h e r e e x i s t s n o t i l i n g s b y i d e n t i c a l c o n v e x p o l y g o n s t h a t h a v e k e d g e s f o r 

k greater than 6 . 

P r o o f : ( B y c o n t r a d i c t i o n ) : 

A s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a t i l i n g b y i d e n t i c a l c o n v e x p o l y g o n s t h a t h a v e k- e d g e s w h e r e k greater than 6 . 

N o t e t h a t E u l e r ' s c h a r a c t e r i s t i c is a t o p o l o g i c a l i n v a r i a n t , a n u m b e r t h a t d e s c r i b e s a t o p o l o g i c a l 

s p a c e ' s s t r u c t u r e r e g a r d l e s s o f t h e w a y i t is b e n t . E u l e r ' s c h a r a c t e r i s t i c , d e n o t e d b y chi, is g i v e n 

b y t h e f o r m u l a chi equals F minus E plus V w h e r e F , E , a n d V a r e t h e n u m b e r o f f a c e s , e d g e s , a n d v e r t i c e s 

square bracket G r square bracket. C o n s i d e r t h e f i g u r e b e l o w t h a t s h o w s a c o n s t r u c t i o n o f a t o r u s b y g l u i n g t h e e d g e s a n d 

v e r t i c e s r e s p e c t i v e l y . 

Figure 3 3 . Construct ing a torus f rom a rectangle. square bracket O U square bracket 

T o p o l o g i c a l l y , a t o r u s h a s 1 f a c e , four divided by 2 equals 2 e d g e s , a n d 4 divided by 4 equals 1 v e r t e x , a n d i t s E u l e r c h a r a c t e r i s t i c chi is 

chi equals 1 minus 4 divided by 2 plus 4 divided by 4 equals 0. 

W e wi l l e x t e n d t h i s g l u i n g p r o c e d u r e d o n e o n a r e c t a n g l e t o a b o u n d e d r e g i o n o f o u r t i l i n g b y 

i d e n t i c a l c o n v e x p o l y g o n w i t h k greater than 6 e d g e s . L e t u s c h o o s e a b o u n d e d r e g i o n R o f t h i s t i l i n g a n d 

c o n s i d e r o n l y t h e e d g e s t h a t b o u n d t h e r e g i o n . It is a l w a y s p o s s i b l e t o s e l e c t a r e g i o n t h a t h a s 

a n e v e n n u m b e r o f b o u n d a r y e d g e s a n d p e r f o r m a s i m i l a r g l u i n g p r o c e d u r e a s i l l u s t r a t e d f o r t h e 

t o r u s . T o m a k e s u r e t h a t all t h e e d g e s a n d v e r t i c e s g l u e t o g e t h e r n i c e l y , w e wi l l s u b d i v i d e t h e 

p e r i m e t e r o f t h e r e g i o n R i n t o 4 p a r t s d e s c r i b e d in F i g u r e 3 4 . 
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Figure 3 4 . A se lec ted region o f our tilling u s e d to form a torus. 

W e wi l l f i r s t g l u e t h e b l u e e d g e s w i t h t h e s a m e l a b e l , a n d t h e n g l u e t h e r e d e d g e s w i t h t h e s a m e 

l a b e l . By p e r f o r m i n g t h i s g l u i n g p r o c e d u r e o n t h e t o p o l o g i c a l r e g i o n R, w e h a v e f o r m e d a t o r u s ; 

h e n c e w e e x p e c t chi equals 0 . N o w w e c a l c u l a t e t h e n u m b e r o f f a c e s , e d g e s , a n d v e r t i c e s o f t h i s 

t o r u s , f o r m e d f r o m o u r s e l e c t e d t i l i n g r e g i o n , a n d f i g u r e o u t E u l e r c h a r a c t e r i s t i c . L e t n b e t h e 

n u m b e r o f f a c e s o r t i l e s in o u r s e l e c t e d b o u n d e d r e g i o n R o f t h e t i l ing , a n d k b e t h e n u m b e r o f 

e d g e s a n d v e r t i c e s o f e a c h p o l y g o n o r t i l e . T h e r e f o r e , w e h a v e a t o t a l o f n k n u m b e r o f e d g e s 

a n d v e r t i c e s f r o m t h e u n t i l e d p o l y g o n s . S i n c e o u r t i l i n g is e d g e - t o - e d g e , e v e r y t w o e d g e s g l u e d 

t o g e t h e r c o u n t a s o n e in t h e t i l ing , h e n c e w e h a v e n k divided by 2 n u m b e r o f e d g e s in o u r t o r u s . N o t e t h a t 

o u r p o l y g o n s a r e c o n v e x s o e v e r y i n t e r i o r a n g l e is l e s s t h a n 1 8 0 degrees. H e n c e , a t e v e r y v e r t e x in 

o u r t i l ing , t h e r e m u s t b e a t l e a s t t h r e e p o l y g o n s m e e t i n g . T h e r e f o r e , w e h a v e a t m o s t n k divided by 3 

n u m b e r o f v e r t i c e s in o u r t o r u s . 

H e n c e u s i n g E u l e r ' s f o r m u l a , w e o b t a i n t h e f o l l o w i n g i n e q u a l i t y : 
0 less than equal to n minus n k divided by 2 plus n k divided by 3 

equals n minus 3 n k divided by 6 plus 2 n k divided by 6 
equals n minus n k divided by 6 

equals n parenthesis 6 minus k divided by 6 parenthesis. 
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H o w e v e r , f o r e v e r y n , w h e n k greater than 6 , t h e e q u a t i o n y i e l d s a n e g a t i v e n u m b e r , a c o n t r a d i c t i o n . 

T h e r e f o r e , t h e r e a r e n o m o n o h e d r a l t i l i n g s b y c o n v e x p o l y g o n s w i t h m o r e t h a n s i x s i d e s . 

Q . E. D . 

R e m a r k : In t h e p r o o f o f T h e o r e m 7 , w e d i d n o t u s e t h e f a c t t h a t t h e t i l e s in t h e t i l i n g a r e 

i d e n t i c a l . T h e r e f o r e , w e c a n g e n e r a l i z e o u r t h e o r e m a s f o l l o w s . 

T h e o r e m 8 : T h e r e e x i s t n o t i l i n g s w i t h a n y c o n v e x p o l y g o n s t h a t h a v e m o r e t h a n s i x e d g e s . 

P r o o f : T h e p r o o f f o l l o w s f r o m t h e a r g u m e n t s in T h e o r e m 7 b y s l i g h t m o d i f i c a t i o n o f 

c a l c u l a t i o n s o f e x p e c t e d E u l e r c h a r a c t e r i s t i c s . 

T I L I N G B Y C O N C A V E P O L Y G O N S 

T o i l l u s t r a t e t h e i s s u e s r e l a t e d t o n o n - c o n v e x p o l y g o n s , w e wi l l s t a r t b y c o n s t r u c t i n g s e v e r a l 

c o n c a v e t i l i n g s a n d a n a l y z i n g t h e m . 

E x a m p l e 1. C o n c a v e H e p t a g o n a l T i l i n g s , n equals 7 . 

Example 1 Picture. 
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Figure 3 5 . H e p t a g o n a l tiling. 

In F i g u r e 3 5 a ) , w e h a v e m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e b y n o n - c o n v e x h e p t a g o n s . T h e t i l i n g is 

n o t e d g e - t o - e d g e , s i n c e t h e l o n g e s t e d g e b e l o n g s t o m o r e t h a n t w o t i l e s . T h e t i l i n g is n o t 

i s o g o n a l , a s t h e r e a r e s e v e r a l t y p e s o f v e r t i c e s in t h e t i l i ng . A l s o , s i n c e t h e s i d e s o f t h e 

h e p t a g o n a l t i l e all h a v e d i f f e r e n t l e n g t h , t h e t i l i n g c a n n o t b e i s o t o x a l . In F i g u r e 3 5 b ) , t h e t i l i n g is 

a g a i n n o t e d g e - t o - e d g e , s i n c e t h e r e a r e a d j a c e n t t i l e s w i t h m o r e t h a n o n e e d g e in c o m m o n . 

N o t i c e t h a t t h e t i l i n g a l s o h a s m o r e t h a n o n e t y p e o f v e r t i c e s , h e n c e i t is n o t i s o g o n a l . W e a l s o 

c a n s e e t h a t t h e t i l i n g h a s e d g e s o f d i f f e r e n t l e n g t h a n d t h e r e f o r e t h e t i l i n g c a n n o t b e i s o t o x a l . 

H o w e v e r , t h e s e p o l y g o n a l t i l e s s e e m q u i t e i n t e r e s t i n g a n d h a v e o t h e r p r o p e r t i e s t h a t d e c i d e 

a b o u t t h e i r a b i l i t y t o t i l e t h e p l a n e . 
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E x a m p l e 2 . C o n c a v e O c t a g o n a l T i l i ng , n equals 8 . 

Figure 3 6 . O c t a g o n a l Tiling. 

T h e m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e w i t h n o n - c o n v e x o c t a g o n a l t i l e s a b o v e is p e r i o d i c , n o t 

m o n o g o n a l , n o t i s o g o n a l , n o t i s o t o x a l , a n d n o t e d g e - t o - e d g e . 

E x a m p l e 3 . C o n c a v e N o n a g o n a l T i l i n g s , n equals 9 . 

A ) 
Picture 
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Figure 37 . N o n a g o n a l Tilings. 

B) 
Picture 

In F i g u r e s 3 7 A a n d 3 8 B, t h e m o n o h e d r a l t i l i n g s a r e n o t e d g e - t o - e d g e , n o t m o n o g o n a l , n o t 

i s o g o n a l , a n d n o t i s o t o x a l . T h e t i l i n g in F i g u r e 3 7 A is p e r i o d i c w h i l e t h e t i l i ng in F i g u r e 3 7 B is 

n o t p e r i o d i c . 
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Figure 3 8 . Variations o f tilings of t h e p l ane using Voderberg 's tile (nine sided). 

A B 

C 

In F i g u r e s 3 8 A hyphen C , t h e t i l i n g s a r e n o t e d g e - t o - e d g e , n o t m o n o g o n a l , a n d n o t i s o g o n a l . T h e t i l i n g s 

in F i g u r e s 3 8 A a n d 3 8 C a r e n o t p e r i o d i c , s i n c e w e c a n n o t t r a n s l a t e t h e m in s u c h a w a y t h a t t h e 

e n t i r e t i l i n g o v e r l a p s . 
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S o f a r , w e h a v e s h o w n t h a t i t is i m p o s s i b l e t o t i l e t h e p l a n e w i t h i d e n t i c a l o r n o n - i d e n t i c a l 

c o n v e x t i l e s t h a t h a v e m o r e t h a n s i x e d g e s . O u r e x a m p l e s a b o v e in F i g u r e s 3 5 to 3 8 g i v e t i l i n g s 

d o n e w i t h i d e n t i c a l c o n c a v e p o l y g o n s w i t h m o r e t h a n s i x e d g e s . H e n c e , c o n c a v e p o l y g o n s g i v e 

a l a r g e c l a s s o f t i l i n g s t h a t h a v e i n t e r e s t i n g p r o p e r t i e s . W e wi l l s t a r t b y p r o v i n g s e v e r a l 

t h e o r e m s . T h e t a b l e b e l o w wi l l s e r v e u s a s r e f e r e n c e in t h e p r o o f s f o r T h e o r e m s 9 , 1 2 , a n d 13. 

Figure 3 9 . Heesch ' s t ab le of t h e 2 8 a symmet r i c tiles. square bracket H K square bracket 
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T h e o r e m 9 : F o r e v e r y i n t e g e r n greater than 3 , t h e r e e x i s t s a m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e w i t h 

i d e n t i c a l c o n c a v e p o l y g o n s t h a t h a v e n e d g e s a n d o n l y s i m p l e c a v e s . 

P r o o f : By c o n s t r u c t i o n , w e wi l l s h o w t h a t i t is p o s s i b l e t o g e n e r a t e m o n o h e d r a l t i l i n g s b y 

c o n c a v e n - g o n s f o r a n y n greater than 3 . F i r s t , c o n s i d e r a t i l i n g g i v e n b y t r i a n g l e s . W e c a n m o d i f y t h e 

e d g e s o f t h i s t i l i n g in a c e r t a i n w a y s u c h t h a t a m o n o h e d r a l t i l i n g b y d i f f e r e n t c o n c a v e p o l y g o n s 

is g e n e r a t e d . In F i g u r e 4 0 , a t i l i n g g i v e n b y t r i a n g l e s is m o d i f i e d b y s u b s t i t u t i n g e a c h e d g e 

a r o u n d a g i v e n v e r t e x w i t h t w o e d g e s p r o p a g a t e d b y a 6 0 degrees r o t a t i o n . T h i s p r o c e d u r e c a n b e 

c o n t i n u e d w i t h a d j a c e n t r e g u l a r h e x a g o n s ( t h a t t i l e s t h e p l a n e ) a n d g e n e r a t e s a m o n o h e d r a l 

t i l i n g b y c o n c a v e p o l y g o n s t h a t h a v e f i v e e d g e s e a c h . 

Figure 40 . Construct ion o f a m o n o h e d r a l tiling by concave 5-gons. 

O u r m e t h o d is q u i t e s i m p l e a n d is b a s e d o n H e e s c h ' s c l a s s i f i c a t i o n o f t i l e s square bracket G r square bracket. If w e l o o k a t 

t h e n e w l y g e n e r a t e d c o n c a v e f i v e s i d e d p o l y g o n a s a t r a n s f o r m a t i o n o f t h e t r i a n g l e , t h e n i t h a s 

H e e s c h t y p e o f C C sub 3 C sub 3. W e c a n r e p e a t t h i s m e t h o d o f c o n s t r u c t i o n o n t h e t i l i n g g e n e r a t e d in 

F i g u r e 4 0 a b o v e b y s u b s t i t u t i n g o n e o f t h e e d g e s o f t h e c a v e w i t h t w o e d g e s . H o w e v e r , t o 

p r e s e r v e t h e f a c t t h a t o u r p o l y g o n s h a v e o n l y s i m p l e c a v e s , w e s u b s t i t u t e in t h e t w o e d g e s in a n 

o p p o s i t e o r i e n t a t i o n a s w e d i d in t h e p r e v i o u s s t e p in F i g u r e 4 0 . T h i s p r o c e d u r e c a n b e 

c o n t i n u e d w i t h t h e a d j a c e n t h e x a g o n s a n d g e n e r a t e s a m o n o h e d r a l t i l i n g b y c o n c a v e p o l y g o n s 

w i t h s e v e n e d g e s a n d o n l y s i m p l e c a v e ( s e e F i g u r e 4 1 ) . 
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Figure 41 . Construct ion o f a m o n o h e d r a l tiling by concave 7- gons with only s imple caves. 

T h i s n e w l y g e n e r a t e d c o n c a v e 7 - g o n is a t r a n s f o r m a t i o n o f t h e t r i a n g l e , a n d i t h a s a g a i n a 

H e e s c h t y p e o f C C sub 3 C sub 3. T o s u m m a r i z e t h e c o n s t r u c t i o n m e t h o d , w e a r e t a k i n g o n e o f t h e 

e d g e s f o r m i n g a c a v e a n d s u b s t i t u t i n g i t w i t h t w o e d g e s in a l t e r n a t i n g o r i e n t a t i o n ( t h e c u r r e n t 

s u b s t i t u t i o n o f e d g e s m u s t h a v e o p p o s i t e o r i e n t a t i o n a s t h e p r e v i o u s s u b s t i t u t i o n ) . I t e r a t i n g t h i s 

c o n s t r u c t i o n , w e c a n g e n e r a t e all t h e m o n o h e d r a l t i l i n g s b y c o n c a v e p o l y g o n s w i t h o d d n u m b e r 

o f e d g e s . 

F o r t h e c a s e w h e n n greater than 4 a n d e v e n , w e s t a r t w i t h t h e t i l i n g b y s q u a r e s . A p p l i c a t i o n o f t h e o f t h e 

p r e v i o u s m e t h o d o f c o n s t r u c t i o n o n a s q u a r e t i l i n g a l l o w s u s t o g e n e r a t e , all t h e m o n o h e d r a l 

t i l i n g s w i t h c o n c a v e p o l y g o n s w i t h a n e v e n n u m b e r o f e d g e s . In F i g u r e 4 2 b e l o w , w e s h o w t h e 

c o n s t r u c t i o n o f a m o n o h e d r a l t i l i n g b y c o n c a v e 6 - g o n w i t h o n l y a s i m p l e c a v e . 

Figure 42 . Construct ion o f a m o n o h e d r a l tiling by concave 6 - gons with only s imple cave. 
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F i g u r e 4 3 . C o n s t r u c t i o n o f a m o n o h e d r a l t i l i n g b y c o n c a v e 8 - g o n s w i t h o n l y s i m p l e c a v e s . 

I n F i g u r e 4 3 , w e a p p l i e d t h e c o n s t r u c t i o n m e t h o d t o t h e t i l i n g b y c o n c a v e 6 - g o n s i n F i g u r e 4 2 t o 

g e n e r a t e a t i l i n g b y c o n c a v e 8 - g o n s w i t h o n l y s i m p l e c a v e . A g a i n , t h i s 8 - g o n i s g e n e r a t e d f r o m a 

s q u a r e a n d h a s H e e s c h t y p e T T T T . A s w e c a n s e e t h a t t h i s m e t h o d h a s a f r a c t a l p a t t e r n , s i n c e 

w e a r e s u b s t i t u t i n g a n e d g e w i t h t w o s c a l e d d o w n e d g e s a n d i t e r a t i n g t h e p r o c e s s s e v e r a l t i m e s . 

I n o u r c o n s t r u c t i o n , w e s t a r t w i t h e i t h e r a t r i a n g u l a r o r a s q u a r e t i l i n g a s o u r b a s e t o g e n e r a t e 

m o r e c o m p l i c a t e d m o n o h e d r a l t i l i n g w i t h l a r g e r n u m b e r o f e d g e s . H e n c e , w e c a n c o n s i d e r t h e 

n e w l i n e s a s d e s i g n s o n o u r b a s e t i l i n g s ( s i m i l a r t o E s c h e r ' s d e s i g n s ) . N o t e t h a t , o u r g e n e r a t e d 

c o n c a v e p o l y g o n w i t h n greater than 3 e d g e s w i l l a l w a y s b e H e e s c h ' s t y p e T T T T ( n - e v e n ) o r C C sub 3 C sub 3 ( n -

o d d ) . 

Q . E . D . 

R e m a r k : T h e r e a r e o t h e r t i l i n g s b y i d e n t i c a l c o n c a v e p o l y g o n s t h a t c a n b e c o n s t r u c t e d u s i n g 

d i f f e r e n t m e t h o d s ( F i g u r e s 3 5 to 3 8 ) . 

T I L I N G B Y S Y M M E T R I C A L P O L Y G O N S 

I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l f o c u s o u r a t t e n t i o n o n t i l i n g s o f t h e p l a n e b y a m o r e s p e c i f i c t y p e o f 

i r r e g u l a r p o l y g o n s , t h o s e t h a t h a v e a t l e a s t o n e l i n e o f s y m m e t r y . 
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T h e o r e m 1 0 : F o r e v e r y i n t e g e r n greater than 3 , t h e r e e x i s t s a m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e b y c o n c a v e 

p o l y g o n s t h a t h a v e n - e d g e s w i t h o n l y s i m p l e c a v e s a n d a t l e a s t o n e s y m m e t r y l i ne . 

P r o o f : W e s t a r t b y c o n s t r u c t i n g s y m m e t r i c t i l e s f o r s m a l l n . F i g u r e 4 4 s h o w s e x a m p l e s o f t i l e s 

w h i c h i n t e r e s t u s . 

Figure 44 . Symmetr ic tiles for n equals 4, 5, 6, 7. 

N o t i c e t h a t o u r s y m m e t r i c t i l e s in F i g u r e 4 4 a b o v e , h a v e all c a v e s i d e n t i c a l a n d a r e o n o n e s i d e 

o f t h e t i l e . W e r e q u i r e e a c h p o l y g o n t o h a v e e v e r y i n t e r i o r a n g l e t h a t f o r m s a c a v e t o 

m e a s u r e a degree, symbol a n d e v e r y i n t e r i o r a n g l e b e t w e e n e a c h c a v e t o m e a s u r e parenthesis 3 6 0 minus alpha parenthesis degree.symbol. A l s o , w e 

r e q u i r e t h e e d g e s f o r m i n g e a c h c a v e t o b e e q u a l in l e n g t h . In a d d i t i o n , in a n y s y m m e t r i c n - g o n 

w h e r e n is e v e n , w e r e q u i r e t h e i n t e r i o r a n g l e s y degree symbol a n d beta degree symbol. t o s a t i s f y t h e c o n d i t i o n 2 y degree.symbol. plus beta degree symbol. 

equals 3 6 0 degrees minus a degree symbol. N o t i c e t h a t t h e t w o s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s in F i g u r e s 4 4 A a n d 4 4 C h a v e a 

v e r y s i m i l a r V - l i ke s h a p e . If w e t a k e t h e s y m m e t r i c a l c o n c a v e q u a d r i l a t e r a l in F i g u r e 4 4 A a n d 

a d d t w o e d g e s t o f o r m t w o c a v e s w i t h i n t h e o r i g i n a l c a v e , w e h a v e a s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n w i t h n equals 6 e d g e s a n d t w o c a v e s s e e n in F i g u r e 4 4 C . W e c o u l d i t e r a t e t h i s p r o c e d u r e 

f o r t i l e s A a n d B t o o b t a i n t i l e s w i t h n - e d g e s , f o r n greater than 3 e v e n . W e c a n u s e t h e s e p o l y g o n s t o 

t i l e t h e p l a n e b y a r r a n g i n g t h e m in t h e f o l l o w i n g w a y a s in F i g u r e 4 5 . 
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Figure 45 . Tilings by symmetr ica l concave polygons with A) 4 edges a n d B) six edges t h a t h a v e only s imple caves. 

If w e c o n t i n u e t h i s p r o c e s s o f a d d i n g t w o e d g e s t o t h e p o l y g o n in F i g u r e 4 4 C t o f o r m a n o t h e r 

c a v e , w e a g a i n o b t a i n a V - l i ke p o l y g o n w i t h n equals 8 e d g e s a n d t h r e e c a v e s . W e c a n a r r a n g e t h i s 

V - l i ke t i l e in t h e s i m i l a r w a y a s in F i g u r e 4 5 t o o b t a i n t h e t i l i n g b e l o w ( F i g u r e 4 6 ) . 

Figure 46 . Tiling by symmetr ica l concave polygons with eight edges a n d t h r e e caves. 

If w e c o n t i n u e t o a d d a s e t o f t w o e d g e s f o r c a v e s a s d e m o n s t r a t e d , w e c a n a l w a y s f o r m a V -

l ike s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n w i t h a n e v e n n u m b e r o f e d g e s t h a t wi l l t i l e t h e p l a n e . 

N o w , c o n s i d e r t h e t i l i n g s e e n in F i g u r e 4 7 b e l o w b y c o n c a v e p o l y g o n s t h a t h a s 5 e d g e s a n d o n e 

c a v e . 
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Figure 47 . Tiling by symmetr ica l concave polygons with five edges a n d one cave. 

If w e t a k e t h i s f i v e - s i d e d s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n a n d a d d t w o e d g e s t o f o r m a n o t h e r c a v e 

w i t h i n t h e o r i g i n a l c a v e a s b e f o r e , w e h a v e f o r m e d a c o n c a v e t i l e w i t h s e v e n e d g e s a n d t w o 

c a v e s . If w e a r r a n g e t h e s e t i l e s in t h e s i m i l a r w a y a s w e d i d f o r F i g u r e 4 7 , w e g e n e r a t e t h e t i l i n g 

s e e n b e l o w in F i g u r e 4 8 . 

Figure 48 . Tiling by symmetr ica l concave polygons with seven edges a n d two caves. 

N o t i c e t h a t t h e m e t h o d w e a r e d e s c r i b i n g s i m p l y a d d s a s e t o f t w o e d g e s t o f o r m c a v e s a n d 

d o e s n o t h i n g t o t h e b a s e o f t h e t i l e . T h i s y i e l d a V - l i ke c o n c a v e p o l y g o n if w e h a v e a n e v e n 

n u m b e r o f e d g e s a n d a C a s t l e - l i k e c o n c a v e p o l y g o n if o u r p o l y g o n h a s a n o d d n u m b e r o f e d g e s . 

By r e p e a t i n g t h i s m e t h o d , w e c a n g e n e r a t e a n y m o n o h e d r a l t i l i n g w i t h s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n t h a t h a s n greater than 3 e d g e s . 

Q . E. D . 
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T h e o r e m 2: T h e r e e x i s t s a n o n - m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e b y s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n s w h i c h h a v e n greater than 3 e d g e s a n d n o b a y c a v i t y . 

P r o o f : C o n s i d e r a m o n o h e d r a l t i l i n g w i t h s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n w i t h e v e n n u m b e r o f e d g e s t h a t h a v e n o b a y s f r o m 

T h e o r e m 10. W e k n o w f o r e v e r y p o l y g o n in t h e t i l ing , t h e i n t e r i o r 

a n g l e s t h a t f o r m s a c a v e m u s t m e a s u r e alpha degree symbol a n d t h e i n t e r i o r a n g l e s 

b e t w e e n e a c h c a v e m u s t b e parenthesis 3 6 0 minus alpha parenthesis degree symbol. A l s o , t h e 

l e n g t h o f t h e e d g e s f o r m i n g t h e c a v e s m u s t b e e q u a l . S i n c e t h i s is t h e c a s e , if w e 

l o o k a t t h i s m o n o h e d r a l t i l i n g a n d r e m o v e a p a r t i c u l a r r o w o f t i l e , 

w e c a n r e p l a c e t h i s r o w w i t h a d i f f e r e n t t y p e o f s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s ( s c a l i n g m a y b e 

r e q u i r e d t o m a k e e d g e s o f t h e c a v e s e q u a l ) . W e c a n c h o o s e t o r e p l a c e i t w i t h a n y V - l i ke o r 

C a s t l e - l i k e p o l y g o n w i t h n greater than 3 e d g e s d e s c r i b e d in T h e o r e m 10. 

Figure 49 . 

C o n s i d e r t h e e x a m p l e in 

F i g u r e 4 9 o f a n o n - m o n o h e d r a l t i l i n g g i v e n b y s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s w i t h s i x e d g e s a n d 

t w o c a v e s a l o n g w i t h s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s t h a t h a v e e i g h t e d g e s a n d t w o c a v e s . 

W e c a n a l s o h a v e u s e s y m m e t r i c a l p o l y g o n w i t h a n o d d n u m b e r 

o d d e d g e s a s a r e p l a c e m e n t . S i n c e a p o l y g o n w i t h a n o d d n u m b e r 

o f e d g e s h a s a f l a t b a s e , w e wi l l n e e d t w o r o w s o f t h i s p o l y g o n t o 

r e p l a c e t h e m i s s i n g r o w . 

Figure 5 0 . 

In F i g u r e 5 0 o n t h e l e f t , w e h a v e a n 

e x a m p l e o f a n o n - m o n o h e d r a l t i l i n g b y s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n s w i t h s i x e d g e s a n d t w o c a v e s a l o n g w i t h s y m m e t r i c a l 

c o n c a v e p o l y g o n s w i t h s e v e n e d g e s a n d t w o c a v e s . 

A s a g e n e r a l i z a t i o n , if w e t a k e a n y m o n o h e d r a l t i l i n g b y o u r s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s w i t h 

e v e n n u m b e r o f e d g e s t h a t h a s n o b a y a n d r e m o v e a r o w o f t i l e s , w e c a n r e p l a c e t h i s r o w w i t h 
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a n y s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s w i t h a n y n u m b e r o f e d g e s g r e a t e r t h a n t h r e e a n d a n y 

n u m b e r o f c a v e s . 

Q . E. D . 

T h e o r e m 12: It is n o t p o s s i b l e t o t i l e t h e p l a n e w i t h a n y s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n s w i t h 

n greater than 8 e d g e s t h a t h a v e o n l y o n e c a v e . 

P r o o f : W e wi l l f i r s t s h o w t h a t f o r i n t e g e r n equals 4 , 5 , 6 , 7 , 8 t h e r e e x i s t t i l i n g s b y s y m m e t r i c a l 

c o n c a v e n - g o n s w i t h o n e s i m p l e c a v e ( F i g u r e 5 1 ) . 

Figure 51. 

A ) n equals 4 B ) n equals 5 

C ) n equals 6 D ) n equals 7 
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Figure 5 1 . Tilings by symmetr ica l concave n- gons with one s imple cave, for n equals 4, 5, 6, 7, 8. 

E ) n equals 8 

N o w c o n s i d e r a s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n w i t h o n e s i m p l e c a v e t h a t h a s n i n e e d g e s a n d 

a n o t h e r w i t h t e n e d g e s ( F i g u r e 5 2 ) . S i n c e t h e s e p o l y g o n s a r e s y m m e t r i c a l , t h e s y m m e t r y l i n e 

m u s t p a s s t h r o u g h a c a v e a n d a n e d g e f o r a p o l y g o n w i t h a n o d d n u m b e r o f e d g e s , a n d t h r o u g h 

a c a v e a n d a c o r n e r f o r a p o l y g o n w i t h a n e v e n n u m b e r o f e d g e s . N o t i c e t h a t t h e s y m m e t r y l i n e 

d i v i d e s t h e n i n e - s i d e d a s w e l l a s t e n - s i d e d c o n c a v e p o l y g o n s i n t o t w o i d e n t i c a l c o n v e x p o l y g o n s 

w i t h s i x e d g e s ( F i g u r e 5 2 ) . H e n c e , in o r d e r f o r t h e n i n e - a n d t e n - s i d e d s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n s t o t i l e t h e p l a n e , t h e c o n v e x s i x s i d e d s u b - p o l y g o n s o f t h e s e p o l y g o n s m u s t t i l e a s w e l l . 

In o r d e r f o r a s i x - s i d e d c o n v e x p o l y g o n t o t i l e , it m u s t b e o n e o f t h e f o l l o w i n g H e e s c h ' s t i l e 

c l a s s i f i c a t i o n , T T T T T T, T C C T C C, T G sub 1 G sub 1 T G sub 2 G sub 2, T G sub 1,G sub 2, T G sub 1 G sub 2, T C C T G G, C sub 3 sub 

C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3, G sub 1 C G sub 2 G sub 1 G sub 2 C. ( F i g u r e 3 9 ) . T h e s e s e q u e n c e s o f l e t t e r s d e s c r i b e a t i l e ' s e d g e s a s 

w e t r a v e l a r o u n d i t s b o u n d a r y . E a c h e d g e is a s s i g n e d a l e t t e r d e s c r i b i n g i t s r e l a t i o n . 

W e wi l l s h o w t h a t t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n s f o r t h e t e n a n d n i n e s i d e d s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n s h a v e n o H e e s c h s y m m e t r i e s . 
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Figure 5 2 . Symmetr ica l concave polygons with one cave t h a t have A) nine a n d B) t en edges. 

A B 

F i r s t w e wi l l a n a l y z e t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 A : W e c a n e l i m i n a t e T T T T T T s i n c e 

n o t all t h e e d g e s c a n b e t r a n s l a t e d . N o t i c e t h a t t h e n e x t f o u r H e e s c h s y m m e t r y t y p e s T C C T C C, 

T G sub 1 G sub 1 T G sub 2 G sub 2, T G sub 1 G sub 2 T G sub 1 G sub 2, T C C T G G r e q u i r e s t h a t t w o o p p o s i t e e d g e s o f t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n 

b e r e l a t e d t o e a c h o t h e r b y a t r a n s l a t i o n . If w e a n a l y z e t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 A , 

w e c a n s e e t h a t i t is n o t p o s s i b l e t o t r a n s l a t e e d g e b o n t o e d g e d o r s i m i l a r l y e d g e c o n t o e d g e 

f . H e n c e , t h e o n l y p a i r o f o p p o s i t e e d g e s t h a t w e h a v e t o a n a l y z e a r e e d g e s a a n d e . F r o m 

F i g u r e 5 2 A , w e c a n s e e t h a t i t is p o s s i b l e t o h a v e a c o n v e x s u b - p o l y g o n w h e r e e d g e s a a n d e 

a r e r e l a t e d e a c h o t h e r b y a t r a n s l a t i o n . H o w e v e r , if a c o n v e x s u b - p o l y g o n h a s t h i s p a r t i c u l a r 

H e e s c h s y m m e t r y t y p e w h e r e e d g e a is a t r a n s l a t i o n o f e d g e e , a n y t i l i ng b y t h i s s u b - p o l y g o n 

w o u l d r e q u i r e t h a t w e p l a c e t h e s e c o n d t i l e in t h e c a v i t y o f t h e o r i g i n a l p o l y g o n s u c h t h a t e d g e 

a is e d g e - t o - e d g e w i t h e d g e e . W e c a n s e e t h a t t h i s c o n v e x s u b - p o l y g o n w o u l d n o t f i t in t h e 

c a v i t y o f t h e o r i g i n a l p o l y g o n d u e t o t h e o r i e n t a t i o n o f e d g e b . T h e r e f o r e , w e c a n e l i m i n a t e all 

t h e H e e s c h t y p e s w h i c h h a v e t r a n s l a t i o n s . C o n s i d e r n o w t h e H e e s c h s y m m e t r y t y p e 

C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3, w h i c h r e q u i r e s t h a t all t h e e d g e s b e r e l a t e d t o a n a d j a c e n t e d g e b y a 1 2 0 degree 

r o t a t i o n . N o t i c e t h a t o u r c o n v e x s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 A m u s t h a v e a r i g h t a n g l e . 

T h e r e f o r e , e d g e s b a n d f c a n n e v e r b e r e l a t e d t o e a c h o t h e r b y a 1 2 0 degree r o t a t i o n . W e c a n s e e i t 

is p o s s i b l e h o w e v e r , t o h a v e a c o n v e x s u b - p o l y g o n w h e r e t h e p a i r o f e d g e s a a n d b , c a n d d , 
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e a n d f a r e r e l a t e d b y a 1 2 0 degree r o t a t i o n . A t i l i n g b y t h i s c o n v e x s u b - p o l y g o n w o u l d r e q u i r e t h a t 

w e p l a c e t h e s e c o n d t i l e in a n o r i e n t a t i o n s u c h t h a t e d g e s e a n d f a r e e d g e - t o - e d g e . L o o k i n g a t 

t h e o r i g i n a l p o l y g o n in F i g u r e 5 2 A , w e c a n s e e t h a t t h i s is n o t p o s s i b l e s i n c e e d g e f is e d g e - t o -

e d g e w i t h i t se l f . H e n c e w e c a n e l i m i n a t e s y m m e t r y t y p e C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3. Las t l y , t h e s y m m e t r y 

t y p e G sub 1 C G sub 2 G sub 1 G sub 2 C r e q u i r e s t h a t o u r c o n v e x s u b - p o l y g o n h a v e a p a i r o f o p p o s i t e e d g e s w h i c h c a n 

b e g l i d e d o n t o e a c h o t h e r . S i n c e w e a r e g l i d i n g s t r a i g h t e d g e s , t h i s is e q u i v a l e n t t o t r a n s l a t i n g 

t h e m . W e h a v e a l r e a d y s h o w n p r i o r t h a t t h i s is n o t p o s s i b l e . T h e r e f o r e , w e c a n n o t t i l e t h e 

p l a n e w i t h p o l y g o n in F i g u r e 5 2 A . 

N o w w e wil l a n a l y z e t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 B : W e c a n e l i m i n a t e s y m m e t r y t y p e 

T T T T T T a s n o t all t h e e d g e s c a n b e t r a n s l a t e d . A g a i n , t h e n e x t f o u r H e e s c h s y m m e t r y t y p e s 

T C C T C C, T G sub 1 G sub 1 T G sub 2 G sub 2, T G sub 1 G sub 2 T G G sub 2, T C C T G G r e q u i r e s t h a t t w o o p p o s i t e e d g e s o f t h e c o n v e x s u b 

p o l y g o n b e a t r a n s l a t i o n o f e a c h o t h e r . If w e a n a l y z e t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 B, w e 

c a n s e e t h a t e d g e g c a n n o t b e t r a n s l a t e d o n t o e d g e d a n d e d g e c c a n n o t b e t r a n s l a t e d t o e d g e 

f . H o w e v e r , i t is p o s s i b l e t o h a v e a c o n v e x s u b - p o l y g o n s u c h t h a t e d g e s a a n d e a r e r e l a t e d b y 

a t r a n s l a t i o n . If t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 B h a s t h i s p a r t i c u l a r H e e s c h s y m m e t r y t y p e 

w h e r e e d g e s a a n d e a r e r e l a t e d b y a t r a n s l a t i o n , b y t h e s a m e r e a s o n i n g s t a t e d p r i o r , a n y t i l i n g 

b y t h i s c o n v e x s u b - p o l y g o n w o u l d r e q u i r e t h a t w e p l a c e t h e s e c o n d t i l e in t h e c a v i t y o f t h e 

o r i g i n a l p o l y g o n , s u c h t h a t e d g e a is e d g e - t o - e d g e w i t h e d g e e . W e c a n s e e t h a t t h i s a g a i n is 

i m p o s s i b l e s i n c e t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n w o u l d n o t f i t in c a v i t y o f t h e o r i g i n a l p o l y g o n . H e n c e , 

w e c a n e l i m i n a t e all H e e s c h t y p e s w h i c h h a v e t r a n s l a t i o n s . C o n s i d e r n o w t h e H e e s c h 

s y m m e t r y t y p e C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3. W e c a n s e e t h a t t h e s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 B is s i m i l a r t o t h e 

s u b - p o l y g o n in F i g u r e 5 2 A . By t h e s a m e a r g u m e n t m a d e e a r l i e r , w e c a n e l i m i n a t e s y m m e t r y 

t y p e C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3. T h e l a s t H e e s c h t y p e G sub 1 C G sub 2 G sub 1 G sub 2 C r e q u i r e s t h a t o u r c o n v e x s u b - p o l y g o n 
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h a v e a p a i r o f o p p o s i t e e d g e s w h i c h c a n b e g l i d e d o n t o e a c h o t h e r . A g l i d e b e t w e e n t w o e d g e s 

is e q u i v a l e n t t o a t r a n s l a t i o n s i n c e o u r p o l y g o n h a v e o n l y s t r a i g h t e d g e s . W e h a v e a l r e a d y 

s h o w n t h a t a n y H e e s c h t y p e w i t h t r a n s l a t i o n is n o t p o s s i b l e . T h e r e f o r e , w e c a n n o t t i l e t h e 

p l a n e w i t h p o l y g o n in F i g u r e 5 2 B. W e c a n g e n e r a l i z e a n d s e e t h a t if a s y m m e t r i c a l c o n c a v e 

p o l y g o n w i t h m o r e t h a n t e n e d g e s h a s o n e c a v e , t h e n i t wi l l h a v e t w o i d e n t i c a l c o n v e x s u b -

p o l y g o n s w i t h n greater than 6 e d g e s . By T h e o r e m 7 , w e c a n s a y t h a t t h e c o n v e x s u b - p o l y g o n c a n n o t t i l e 

t h e p l a n e . T h e r e f o r e , t h e s y m m e t r i c a l c o n c a v e p o l y g o n i t se l f wi l l n o t t i l e t h e p l a n e . 

Q . E. D . 

T h e o r e m 1 3 : F o r e a c h i n t e g e r s n greater than 6 , t h e r e e x i s t s a m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e b y a 

c o n c a v e n - g o n w i t h a b a y . 

P r o o f : W e wi l l s h o w t h a t t h e r e d o e s n o t e x i s t a m o n o h e d r a l t i l i n g b y s y m m e t r i c a l c o n c a v e 5 

g o n a n d 6 - g o n w i t h a b a y . F i r s t c o n s i d e r t h e l a b e l e d s y m m e t r i c a l c o n c a v e 5 - g o n w i t h t h e 

m a x i m u m n u m b e r o f b a y s b e l o w ( s e e F i g u r e 5 3 A ) . A c c o r d i n g t o H e e s c h ' s t a b l e in F i g u r e 3 9 , 

t h i s t i l e m u s t h a v e o n e o f t h e f o l l o w i n g H e e s c h t i l e c l a s s i f i c a t i o n t o t i l e t h e p l a n e , T C T C C, 

C C sub 4 C sub 4 C sub 4 C sub 4, T C T G G, C C sub 3 C sub 3 C sub 6, C sub 6, C G , G sub 2, G , G sub 2. W e wi l l s h o w t h a t t h i s p o l y g o n d o e s n o t 

h a v e a n y o f H e e s c h t i l e c l a s s i f i c a t i o n s . 

Figure 5 3 . A) Concave 5 - gon with one bay a n d B) 6 - gon with one bay. 
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L o o k i n g a t t h e p o l y g o n in F i g u r e 5 3 A , w e c a n s e e t h a t i t is n o t p o s s i b l e t o h a v e a n y t r a n s l a t i o n s 

b e t w e e n t w o o p p o s i t e e d g e s . H e n c e , w e c a n e l i m i n a t e t h e H e e s c h t y p e s T C T C C, T C T G G. W e 

c a n a l s o e l i m i n a t e H e e s c h s y m m e t r y t y p e C G sub 1,G sub 2, G sub 1,G sub 2 w h i c h r e q u i r e s t h a t a p a i r o f o p p o s i t e 

e d g e s b e g l i d e d ( t r a n s l a t e d s i n c e w e h a v e s t r a i g h t e d g e s ) o n t o e a c h o t h e r , w h i c h is n o t p o s s i b l e . 

F r o m F i g u r e 5 3 A , w e c a n a l s o s e e t h a t o n l y a d j a c e n t e d g e s d a n d e c a n b e r e l a t e d t o e a c h o t h e r 

b y a 9 0 degree r o t a t i o n . If t h i s is t h i s is t r u e , t h e n a c c o r d i n g t o H e e s c h t y p e C C sub 4 C sub 4 C sub 4 C sub 4, e i t h e r e d g e s a 

a n d b o r c a n d b m u s t b e r e l a t e d b y a 9 0 degree r o t a t i o n . A n a l y z i n g t h e p o l y g o n , w e c a n s e e t h a t t h i s 

is i m p o s s i b l e s i n c e e d g e s a , b , a n d c f o r m s t h e b a y a n d c a n n e v e r b e r e l a t e d t o o n e a n o t h e r b y 

a 9 0 degree r o t a t i o n . H e n c e w e c a n e l i m i n a t e H e e s c h t y p e C C sub 4 C sub 4 C sub 4 C sub 4. Las t l y , H e e s c h s y m m e t r y t y p e 

C C sub 3 C sub 3 C sub 6 C sub 6 r e q u i r e s t h a t t w o a d j a c e n t p a i r o f e d g e s b e r e l a t e d b y a 1 2 0 degree r o t a t i o n , f o l l o w e d b y 

a n o t h e r p a i r o f e d g e s r e l a t e d b y a 6 0 degree r o t a t i o n u s i n g t h e i n t e r i o r a n g l e s . C o n s i d e r t h e p a i r o f 

a d j a c e n t e d g e s d a n d e , w h i c h w e c a n s e e f r o m F i g u r e 5 3 A is t h e o n l y p a i r o f e d g e s t h a t c a n b e 

r e l a t e d t o e a c h o t h e r b y a 1 2 0 degree o r 6 0 degree r o t a t i o n . If e d g e s d a n d e a r e r e l a t e d b y a 1 2 0 degree 

r o t a t i o n , t h e n e i t h e r e d g e s a a n d b o r e d g e s c a n d b m u s t b e r e l a t e d b y a 6 0 degree r o t a t i o n . S i n c e 

t h e i n t e r i o r a n g l e s f o r m e d b y e d g e s a a n d b a s w e l l a s c a n d b a r e g r e a t e r t h a n 1 8 0 degrees, t h i s 

c o n d i t i o n is n o t p o s s i b l e t o h a v e . S i m i l a r y , if e d g e s d a n d e a r e r e l a t e d b y a 6 0 degree r o t a t i o n , t h e n 

e i t h e r e d g e s a a n d b o r e d g e s c a n d b m u s t b e r e l a t e d b y a 1 2 0 degree r o t a t i o n , w h i c h a g a i n is 

i m p o s s i b l e . H e n c e , w e c a n e l i m i n a t e H e e s c h t y p e C C sub 3 C sub 3 C sub 6 C sub 6 a n d c o n c l u d e t h a t t h e p o l y g o n if 

F i g u r e 5 3 A wi l l n o t t i l e t h e p l a n e . 

N o w c o n s i d e r t h e 6 - g o n w i t h t h e m a x i m u m n u m b e r o f b a y s in F i g u r e 5 3 B. T o t i l e t h e p l a n e , 

t h i s p o l y g o n m u s t h a v e a t l e a s t o n e o f t h e f o l l o w i n g H e e s c h s y m m e t r y t y p e s T T T T T T, T C C T C C, 

T G sub 1 G sub 1 T G sub 2 G sub 2, T G sub 1 G sub 2 T G sub 1 G sub 2, T C C T G G, C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3, G sub 1 C G sub 2 G sub 1 G sub 

2 C. W e wi l l s h o w t h a t t h i s p o l y g o n h a v e n o H e e s c h s y m m e t r i e s l i s t e d . F i r s t w e c a n e l i m i n a t e s y m m e t r y t y p e T T T T T T a s n o t all 



4 6 

t h e e d g e s c a n b e t r a n s l a t e d . C o n s i d e r t h e n e x t f o u r H e e s c h s y m m e t r y t y p e s T C C T C C, 

T G sub 1 G sub 1 T G sub 2 G sub 2, T G sub 1 G sub 2 T G sub 1 G sub 2, T C C T G G w h i c h r e q u i r e s t h a t t h e p o l y g o n h a v e a p a i r o f o p p o s i t e 

e d g e s r e l a t e d t o e a c h o t h e r b y a t r a n s l a t i o n . F r o m F i g u r e 5 3 B, w e c a n s e e t h a t i t is i m p o s s i b l e t o 

r e l a t e o p p o s i t e e d g e s d a n d c , b a n d f, a a n d e b y a t r a n s l a t i o n . H e n c e , w e c a n e l i m i n a t e all 

H e e s c h s y m m e t r y t y p e s w h i c h h a v e t r a n s l a t i o n s . N o t i c e t h a t in F i g u r e 5 3 B, e d g e d c a n n e v e r 

r e l a t e d t o e d g e a b y a 1 2 0 degree r o t a t i o n a n d s i m i l a r l y e d g e c c a n n e v e r b e r e l a t e d t o e d g e e b y a 

1 2 0 degree r o t a t i o n . S i n c e n o t all t h e e d g e s c a n b e r o t a t e d 1 2 0 degree o n t o a n a d j a c e n t e d g e , w e c a n 

e l i m i n a t e t h e s y m m e t r y t y p e C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3 C sub 3. La s t l y , w e c a n e l i m i n a t e H e e s c h t y p e G sub 1 C G sub 2 G sub 1 

G sub 2 C s i n c e a n y p a i r o f o p p o s i t e s t r a i g h t e d g e s r e l a t e d b y a g l i d e is e q u i v a l e n t t h e m b e i n g r e l a t e d b y a 

t r a n s l a t i o n , w h i c h w e h a v e a l r e a d y s h o w n is n o t p o s s i b l e f o r t h i s p o l y g o n . H e n c e , t h e p o l y g o n 

in F i g u r e 5 3 B c a n n o t b e u s e t o t i l e t h e p l a n e . 

W e wi l l n o w s h o w t h a t i t is p o s s i b l e t o c o n s t r u c t a m o n o h e d r a l t i l i n g o f t h e p l a n e b y c o n c a v e 

n - g o n w i t h a b a y , f o r n greater than 6 . C o n s i d e r t h e c o n s t r u c t i o n m e t h o d u s e d p r e v i o u s l y in t h e p r o o f o f 

T h e o r e m 9 . W e wi l l m o d i f y t h i s m e t h o d s l i g h t l y s o t h a t w e c a n g e n e r a t e a m o n o h e d r a l t i l i n g 

w i t h a b a y . F i r s t , w e s t a r t w i t h b a s e t i l i n g g i v e n b y t r i a n g l e s , a n d l i ke b e f o r e , w e wi l l s u b s t i t u t e 

e a c h e d g e a r o u n d a g i v e n v e r t e x w i t h t w o e d g e s t o g e n e r a t e a t i l i n g w i t h c o n c a v e 5 - g o n ( s e e 

F i g u r e 4 0 ) . N o w , w e wi l l r e p e a t t h e m e t h o d b y s u b s t i t u t i n g o n e o f t h e e d g e s o f a c a v e w i t h 

t w o e d g e s . H o w e v e r , w e wi l l s u b s t i t u t e in t h e s e t w o e d g e s in t h e s a m e o r i e n t a t i o n a s w e d i d 

in t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e t i l i n g in F i g u r e 4 0 . D o i n g s o , w e wi l l g e n e r a t e a t i l i n g w i t h c o n c a v e 7 

g o n w i t h o n e b a y ( s e e F i g u r e 5 4 ) . 
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Figure 5 4 . Construct ion o f a m o n o h e r d r a l tiling by concave 7- gon with one bay. 

By i t e r a t i n g t h i s c o n s t r u c t i o n m e t h o d , w e wi l l f i n d all t h e m o n o h e d r a l t i l i n g s b y c o n c a v e n - g o n 

w i t h a b a y , w h e n n greater than 6 is o d d . S i m i l a r l y , w e c a n a p p l y t h i s c o n s t r u c t i o n m e t h o d t o t h e b a s e 

t i l i n g b y s q u a r e s t o g e n e r a t e all t h e m o n o h e d r a l t i l i n g b y c o n c a v e n - g o n w i t h a b a y f o r e v e n n greater than 6 . 

Figure 5 5 . Construct ion of a m o n o h e d r a l tiling by concave 8 - gon with a bay. 

Figure 5 6 . Construct ion of a m o n o h e d r a l tiling by concave 10- gon with a bay. 

Q . E. D . 
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